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Institut fiir Thermodynamik, Energieverfahrenstechnik u. Systemanalyse
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1 Einleitung

Das zivilisatorische Niveau von Gesellschaften wird in der Gestaltung, der Funktion und der
Ausstattung von Bauwerken iiber lange Zeitrdume hinweg iiberliefert. Gebéude verkérpern
das gesellschaftliche Bewusstsein wihrend ihrer Entstehung, indem sie bauphysikalisches
Wissen und technisch-okonomische Moglichkeiten représentieren. Gegenwiirtig orientiert
die Bauphysik auf wirtschaftlich/skologisch optimalen Einsatz von natiirlichen und tech-
nischen Ressourcen. Hervorzuhebende Kriterien sind zunichst Gewinnung, Transport und
Verarbeitung der Baumaterialien, spéter die Ressourcen fiir die bestimmungsgeméifie Nut-
zung sowie nach dem Nutzungsende die sachgerechte Entsorgung.

Der hauptsiichliche Anspruch an Geb#ude ist die Gewihrleistung eines vorgegebenen
inneren Klimas bei wechselnden &ufleren Witterungsbedingungen. Gegenwiirtig sind ther-
mische Eigenschaften von Gebéuden energiewirtschaftlich hoch interessant. Im vorliegenden
Artikel wird ein parametrierbares mathematisches Modell zur Simulation und Analyse von
thermischen Gebaudeeigenschaften vorgestellt und an Beispielen erléutert.

Fiir die Projektierung eines Gebiudes ist die Ermittlung des Heizbedarfes eine wichtige
Information. Traditionell liegen dieser Ermittlung beobachtete Extrembedingungen zugrun-
de, so dass sémtliche andere Bedingungen fiir ein Gebéude ,abgedeckt” sind. Soweit die
stationdre Betrachtung. Bei dynamischer Betrachtung stellen sich kurzzeitige extreme Be-
dingungen als kaum dramatisch heraus, weil z.B. ein kurzzeitiger Temperatursturz durch
Speichereffekte des Gebdudes kompensiert wird und somit fast unbemerkt bleibt.

Die Untersuchung dynamischer thermischer Eigenschaften von Geb#uden ist nur per
Computer moglich. Zur Verfiigung stehende Software ist meist sehr komplex und bietet
viele Moglichkeiten zur Eingabe von einflussstarken und auch unbedeutenden Parametern.
Eine solche Black-Box hemmt den Erkenntnisgewinn, bei welcher der Nutzer zeitaufwendige
»Spielchen” (wissenschaftlich korrekt: Parameterstudien) durchfiihrt, um sich ein ,,Gefiihl”
zu verschaffen. D.h. wesentliche Kausalititen sind vom ,,Auge” des Nutzers schwierig er-
kennbar oder bleiben géinzlich verborgen.



Im vorliegenden Artikel wird eine modular aufgebaute mathematische Methode vorge-
stellt, welche die Erstellung eines Programms zur Gebdudesimulation mit Standardsoftware
gestattet. Dies erfordert ingenieurtechnische Kenntnisse fiir Tabellenkalkulation. Die ma-
thematischen Ansétze sind innovativ und erfordern keine Iterationen. Geduldsraubende
Rechenzeiten entstehen nicht. Besonders wichtig sind Eingriffsmoglichkeiten fiir zielgerich-
tete Analysen von beobachteten Phinomenen.

Die mathematische Simulation erfolgt stets iiber die Losung von Systemen algebraischer
Gleichungen oder Differenzialgleichungen. Die Formulierung der entsprechenden Gleichun-
gen ist der entscheidende Ausgangspunkt. An diesem Punkt kommen bei Differenzialglei-
chungen besonders hiufig traditionelle Glaubenssitze ins Spiel. Beispielsweise sollten im-
plizite Losungsverfahren den expliziten vorgezogen werden. Des Weiteren geschieht auch
die Wahl der Zeitschrittweite vor dem Hintergrund des EULER-Verfahrens, welches nur
die erste Ableitung beriicksichtigt. Dagegen ermoglicht die Beriicksichtigung héherer Ab-
leitungen (u.U. > 20) beliebige Zeitschrittweiten ohne Genauigkeitsverlust.

Bei dynamischen Simulationen ist die Bestimmung exakter Anfangsbedingungen meist
problematisch, welche naturgemifl immer das Resultat von vorangegangenen dynamischen
Prozessperioden mit ebenfalls unbekannten Anfangsbedingungen sind. Diesem Effekt wird
besonders bei zyklischen Prozessen mit einer , Einlaufsimulation” vor der eigentlichen Si-
mulation begegnet. Diese Prisimulation ist eine mehr oder weniger gute Ndherung, welche
gemif vorliegendem Artikel vollig unnétig ist /6/.

Nachfolgend wird ein Simulationsverfahren vorgestellt, welches gebdude- und witte-
rungsbeschreibende Differenzialgleichungssysteme fiir zyklische Zeitperioden (z.B. regiona-
le Referenzjahre) ohne Iteration bei beliebiger Zeitschrittweite schnell und numerisch exakt
16st. Selbst Systeme mit 500 - 1000 Differenzialgleichungen stellen kein Problem dar.



2 Mathematische Grundlagen der Modellierung

Modelle zur Simulation des Verhaltens komplexer technischer Systeme basieren bekanntlich
immer auf der Losung umfangreicher Gleichungssysteme. Fiir die Losung der Modellglei-
chungen ist die Nutzung von Computern aktueller Stand. Nach wie vor aufwendig ist die
Erstellung von adéiquaten mathematischen Modellen fiir technische Objekte, da dies stets
mehrere Wissensgebiete tangiert. Ausgangspunkt sind Kenntnisse der physikalischen, che-
mischen, technischen und wirtschaftlichen Zusammenhéinge des betrachteten Systems. Des
Weiteren erfordert die Modellierung mathematische Kenntnisse und deren Umsetzung auf
einen modernen Rechner. Diese Fiille von Kenntnissen erweckt fast den Eindruck einer
unlosbaren Aufgabe. Dies ist zum Gliick nicht der Fall!

Jede groflere Aufgabe zur Modellierung eines Systems ist derart zu strukturieren, so dass
sie aus losbaren Teilaufgaben besteht. Von entscheidender Bedeutung ist hierbei, dass die
Modelle nicht nur Einzelfille abbilden. Ein brauchbares mathematisches Modell sollte sich
qualitativ und quantitativ beliebig skalieren lassen. Fiir die Skalierbarkeit sind Modelle auf
Grundlage thermischer Netzwerke hervorragend geeignet /9/. Es ist moglich, thermische
Netzwerke ausschliefflich auf Basis linearer Modelle mit Matrizen und Vektoren aufzubauen
/6/, /10/. Dem ,Vater” des Computers Konrad Zuse wird die Aussage ,,Das Matrizenkalkiil
ist das kleine Einmaleins des digitalen Rechenautomaten” zugeschrieben /5/.

Der vorliegende Artikel baut auf den Grundlagen der Matrizenrechnung auf. Dies sind
im Einzelnen Addition, Multiplikation, Transponieren und Invertieren von Matrizen. Im
Folgenden werden zwei weiterfithrende Matrizenoperationen mit interessanten Anwendungs-
moglichkeiten dargestellt.

2.1 Die Exponentialmatrix

Bei der Losung linearer Differenzialgleichungen kommt der Exponentialmatrix eine grofle
Bedeutung zu. Sie ermoglicht es, Losungen mit analytischer Genauigkeit bei beliebiger Zeit-
schrittweite zu generieren. Geméfl der Methode des Zustandsraumes /1/, /2/, /3/, /4 /
existiert fiir die beschreibenden Zustandsgrofien eines technischen Systems stets ein Modell
mit linearen oder linearisierten Differenzialgleichungen. Ein solches Differenzialgleichungs-
system stellt den Zusammenhang zwischen erster Ableitung der Zustandsgrofien %Z, den
Eingangsgrofien X und den Zustandsgrofien Z mit der Modellmatrix M her

d Z _ mi M2 Z + X1
dt | Zy mir Mig Zs Xs

d —
wh =

(1)

1=

Z + X

Zur Losung dieses Differenzialgleichungssystems ist ein Anfangszustand Z, erforderlich.
Das Differenzialgleichungssystem (1) impliziert einen weiteren Zustand Z_, welcher fiir die
Losung hilfreich ist. Fiir stabile Systeme ist dies der stationire Zustand, welchem das
System asymptotisch zustrebt. Bei instabilen Systemen ist dies ein singulérer Zustand, von
welchem die Zustandsgroflen ins Unendliche abdriften oder um welchen die Zustandsgrofien
identische Zyklen durchlaufen. Fiir den stationiren Zustand Z, folgt
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Es ist moglich das Differenzialgleichungssystem (1) durch Einfiihrung reduzierter Zustands-
grofien z zu vereinfachen. Dies erfolgt durch Subtraktion der stationdiren Zustandsgrofien
Z, von den Zustandsgroflen Z. Der stationéire Zustand ist somit Koordinatenursprung der

reduzierten Zustandsgrofien
{ - ] B l 7 } l 7 }
z9 Z2 Z2 B (3)

z = Z - Z

S

Durch diese Vereinfachung gilt die nachfolgende Differenzialgleichung mit den reduzierten
Zustandsgroflen z. Der Eingangsvektor entfiillt dabei.

d | *1 . mip Mi2 21
at ] 2y mi; Mi2 22

|e
IN
Il

I=
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Fiir die n-ten Ableitungen der Modellgleichungen z™ gilt
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Ausgehend vom reduzierten Zustand z, an der Stelle ¢ = 0 gilt gem#fl dem Satz von Taylor

At A3 At = M'At
1 2 3 4 2=
Za =zt Atz S e S b T = (Z — |z (6)
i=0
Durch die letzte Zusammenfassung entsteht die Exponentialmatrix P A fiir eine beliebige
Zeitschrittweite At. Es gilt '
B, = i (7)

1=0

Die Exponentialmatrix P gemif Gleichung (7) stellt die exakte Losung des Differenzial-
gleichungssystems (1) in impliziter Form dar.

Ein alternativer Ansatz nutzt Eigenwerte und Eigenvektoren der Modellmatrix. Dazu ist
die Modellmatrix M in die Matrizen ihrer Eigenwerte A und Eigenvektoren S zu zerlegen.
Die Eigenvektoren bilden dabei die Spalten der Matrix S. Es gilt B
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mi; Mig . S11 S12 A0 S11 S12
mi; Mig S21 S22 0 X S21 S22

A s

(8)

1=

[lwn

Fiir die n-ten Potenzen der Modellmatrix M" nach Gleichung (8) existiert eine interessante
Vereinfachung /5/.

M =

|[wn

AST'SASISAS .. =

[t

én

[l

- (9)

Diese Vereinfachung verringert den Aufwand fiir die Entwicklung der Exponentialmatrix
P, wesentlich. Der Klammerausdruck in den Gleichungen (6) und (10) enthalt die Tay-
lorreihe der Exponentialfunktion

© MAt 2 A'A
_ — _ = —1
P, =D = = g(Z g )g (10)

1=0 =0

Da die Matrix der Eigenwerte A eine Diagonalmatrix ist, sind lediglich die Elemente der
Hauptdiagonalen mit der Exponentialfunktion zu behandeln. Die Rechenzeit wird hierdurch
entscheidend verringert!

A At -1
P11 P12 | S11 S12 e 0 511 S12
= Ao At
P11 P12 |6, S21 S22 0 e 521 522

N

(11)

-1

[lLn
[lLn

By

Die Diagonalelemente der exponierten Eigenwertmatrix e2?! sind mit analytischen Termen

darstellbar. Dasselbe gilt selbstverstéindlich auch fiir die Elemente der Losungsmatrix P e
Allerdings sind die erhaltenen analytischen Ausdriicke in den meisten Fillen auf Grund
ihres Umfanges schwer darstellbar und somit kaum mitteilungsfihig. Deshalb sollte die
numerische Ebene bei groflen Matrizen Apriori bevorzugt werden.

Die Losungsfunktion des Differenzialgleichungssystems (4) mit reduzierten Zustands-
groflen z lautet in Form einer Matrizengleichung.

zn = B,z (12)

Mit den ZustandsgroBen Z gemifl Gleichung (3) folgt die Losung des Differenzialgleichungs-
systems in Form einer erweiterten Matrizengleichung

ZAt = Zs + EAt (ZO - Zs) (13)

Nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassung sind weitere Formen der Losung darstellbar
z.B. mit dem Exponentialvektor V 4,

Zn, = P Z+(E-B,)Z - B, Z+V, (14)

Die Losungsfunktionen in Form der Exponentialmatrix P A gelten fiir einen Zeitschritt
At. Diese Losungsfunktionen weisen eine rekursive Eigenschaft auf. Die Losungsgleichung

8



(14) generiert aus jedem (i.a. beliebigen) Zustandsvektor Z, den folgenden Zustandsvektor
Z, ;- Fiir eine zeitlich kausale Kette gilt

ZAt = Zs + gm (ZO - Zs)
Z2At = Zs + EN (ZAt - Zs) = Zs + Eét (ZO - Zs) (15)
ZBAt - Zs + gm (Z2At - Zs) - Zs + EAt (ZO - Zs)

Hinweis: Die n-te Potenz einer Exponentialmatrix Ent fiir die Schrittweite At ergibt eine
Exponentialmatrix P fiir die n-fache Schrittweite n At. Die analytische Genauigkeit der
Exponentialmatrix bleibt selbstverstéindlich erhalten.

2.2 Die Reversmatrix

Zur Ermittlung der Exponentialmatrix existiert eine Umkehrung /10/. Diese Moglichkeit
wird im vorliegenden Kontext nicht verwendet. Trotzdem soll dieses Verfahren kurze Er-
wihnung finden. Es ist eine pragmatische Moglichkeit der Auswertung von gemessenen
Daten per Zeitreihenanalyse auf Grundlage der linearen Regression

{21] _ [pn p12} {21] |:U1:|
Z = Z | T
2 | P21 P22 2 ], U2

(16)
Z@'Jrl - 2 At Zl + X
Mit homogenen Koordinaten gilt
Z1 P11 P12 U1 Zy
Zs = | P21 D22 V2 Z
N o0 1] [ 1], a7
Z, = Em Z,

Eine Folge von i.a. beliebigen Eingangsvektoren bildet die Spalten der Eingangsmatrix
X. Im vorliegenden Fall besteht zwischen den Eingangsvektoren ausgehend vom Zustand
Z, cin kausaler Zusammenhang gemif der rekursiven Form Z; +1 = B,, Z;. Der zeitliche
Abstand zwischen den Zustandsvektoren Z; und Z,,, betragt At

X = [Zo Z %, .. Z, } (18)
Entsprechend bilden die Ausgangsvektoren die Spalten der Ausgangsmatrix Y. Es gilt

Y = [Zl Z, Zs .. Zn—i—l} (19)

Zu beachten ist die Bedingung, dass die Anzahl der Messdaten n stets grofler als die Anzahl
der Zustandsgrofien z ist (n > z). Somit folgt ein iiberbestimmtes Gleichungssystem

Y = P X (20)



Uberbestimmte Gleichungssysteme sind nicht eindeutig und lassen widerspriichliche Lo-
sungen zu. Die Methode der Minimalen Fehlerquadratsumme erméglicht den optimalen
Ausgleich zwischen widerspriichlichen Losungen. Geméfl der Methode der Minimalen Feh-
lerquadratsumme folgt ein bestimmtes Gleichungssystem

-1
P, - YX'(XX)

Die erhaltene Exponentialmatrix P , ist in die Eigenwertmatrix L und die Matrix der
Eigenvektoren S zu zerlegen.

gAt - ggéil (21)

Durch Logarithmieren der einzelnen Eigenwerte [; der Diagonalmatrix L folgen die mit der
Zeitschrittweite At multiplizierten Eigenwerte Inl; = \;At der Koeffizientenmatrix M _ fiir
das beschreibende Differenzialgleichungssystem der Zeitreihen X und Y. Hierfiir ist w.U. die
Anwendung der Rechenregeln fiir komplexe Zahlen erforderlich. Damit ist die Reversmatrix
MR als Umkehrung der Exponentialmatrix P A 2U sehen

M, = SAS™ (22)

Hinweis: Die Ermittlung der Reversmatrix erfordert bestimmte Eigenschaften der Matrix
M, z.B. unterschiedliche Eigenwerte. Spezielle Losungen fiir die vielen Sonderfille werden

an dieser Stelle ausgespart.
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3 Allgemeines Modell zur stationidren Simulation von
Gebiuden

Fiir die Simulation ist es giinstig ein Gebéude als komplexes Netzwerk von thermischen
Knoten aufzufassen /6/, /9/. Die Allgemeine Netztheorie ermoglicht eine effektive Erstel-
lung von mathematischen Modellen fiir technische Netze. Dieses Vorgehen basiert auf der
linearen Algebra und ist mit der Methode des Zustandsraums kompatibel /4/. Vorteil
dieses Vorgehens ist geringerer Aufwand mit wenig Moglichkeiten fiir Fehler. Weiterhin
besteht hohe numerische Genauigkeit und Losungsstabilitéit. Diesen Eigenschaften liegt
die konsequente Anwendung des Matrizenkalkiils zugrunde, wodurch der Aufwand fiir die
Programmierung nicht vom Umfang der Aufgabenstellung abhéingt.

Thermische Knoten im Sinne der Netztheorie sind energetisch bilanzierbare Volumenele-
mente von Gebduden. Diese Volumenelemente weisen konstante Stoffwerte auf. Innerhalb
eines Knotens sind Temperaturen rdumlich konstant.

Ein stationiires mathematisches Modell eines Gebéudes beschreibt physikalische Zusam-
menhénge grundsétzlich mit zeitlich konstanten Groflen. Dies gilt auch fiir Strahlungsein-
fliisse. Beispielsweise liegen fiir Auslegungen zeitlich konstante Einflussgréfien in Form von
Mittel- oder Extremwerten der inneren und #ufleren thermischen Bedingungen vor.

Das Wesen der Modellbildung per Netztheorie wird am Beispiel eines in Abbildung
1 dargestellten stark vereinfachten Tiny-Hauses demonstriert. Griinde der Darstellbarkeit
erzwingen diese Vereinfachung. Selbstverstéindlich ist es moglich komplexe Gebéude mit vie-
len Rdumen, entsprechend vielen Zwischenwéinden und zahlreichen Liiftungskanilen vollig
analog zu behandeln.

Umgebung
N
\Lﬁftung / >
Innenwand
Fenster 1 Heizkdrper Fenster 2
Raum 1 Raum 2
Wand 1 H Wand 2
| Tiirl |
| |

Abbildung 1: Grundriss eines Tiny-Hauses mit zwei Rdumen

Ein Geb#dude unterliegt inneren und &ufleren thermischen Wechselwirkungen. Durch Hei-
zung wird einem Geb#dude thermische Energie zugefiihrt, welche in Form konvektiver und
konduktiver Energiestrome simultan in die Umgebung abfliefen. Bei Kiihlung eines Ge-
béudes flieBen konvektive und konduktive Energiestrome in umgekehrter Richtung. Die
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Konduktion umfasst infolge von unterschiedlichen Temperaturen verursachte Warmestro-
me durch feste Materialen. Die Konvektion umfasst Enthalpiestrome durch Luftwechsel.
Des Weiteren existieren in einem Gebdude thermische Quellen und Senken mit konstanter
Leistung (z.B. Abwirme elektrischer Geréte oder Kiihlaggregate).

3.1 Modell fiir Konduktion

Die physikalische Eigenschaft thermischer Knoten ist die Innere Energie mit der zustandsbe-
schreibenden Variablen Temperatur und den Konstanten Masse sowie spezifische Wirmeka-
pazitit. Bestehen zwischen Knoten Temperaturunterschiede verursachen diese konduktive
Wiérmestrome. Der mathematische Zusammenhang zwischen Temperaturen und Wirme-
stromen ist durch zwei leicht parametrierbare Matrizen in allgemeiner Form darstellbar,
der Kopplungsmatrix K und der Leitwertmatrix L.

Das in Abbildung 1 dargestellte Gebiiude besteht aus zwei Rdumen mit einer AuBentiir
und zwei Fenstern. Uber einen Heizkorper wird dem Raum 1 Wirme zugefiihrt. FuBboden
und Raumdecken bleiben unberiicksichtigt, um den Modellumfang im Rahmen der Darstell-
barkeit zu halten. Das System "Gebédude"weist somit vier thermische Knoten mit jeweils
einer zustandsbeschreibenden Temperatur auf. Die Temperaturen der £ = 4 Knoten bilden
den Zustandsvektor T des Systems.

Ty ... Heizkorper
I A ... Raum 1
T = T, ... Raum 2 (23)
T, ... Umgebung

Zwischen den & = 4 Knoten existieren [ = 7 thermische Kopplungen in Form konduktiver
Wirmestrome, d.h. den Prozessgrofien. Diese Wirmestrome bilden den prozessbeschreiben-
den Vektor der internen Wérmestrome ¢, welche die Knoten untereinander innerhalb des
Systems iibertragen. Die Elemente dieses Vektors sind im Einzelnen

G ... Heizung - Raum 1 (Oberfldche des Heizkorpers)
Go ... Raum1 - Raum 2 (Innenwand und Tiir 2)
g3 ... Raum1 - Umgebung (Wand 1)
q = | ¢ ... Raum1 - Umgebung (Fenster 1 (24)
B ds ... Raum 1 - Umgebung (Tiir 1)
ds ... Raum 2 - Umgebung (Wand 2)
| g7 | ... Raum2 - Umgebung (Fenster 2)

Die Beschreibung des Systems ,,Gebdude” erfordert einen weiteren Vektor fiir die externen
“ea . . .
Wirmestrome Q . Die externen Wérmestrome treten iiber die Grenze des Systems in

bestimmte Knoten ein bzw. aus. Fiir den Vektor der externen Wérmestrome Qea gilt

Q° ... Wiarmezufuhr des Heizkorpers

. ea 0 .... Raum 1

Q = 0 ... Raum 2 (25)
Q" ... Wirmeabgabe der Umgebung

12



Die internen und externen Wirmestrome sind Elemente der Energiebilanzen um die ein-
zelnen Knoten. Der mathematische Zusammenhang zwischen internem Wiarmestromvektor
q und externem Wérmestromvektor g wird iiber die Kopplungsmatrix K hergestellt. Die
Kopplungsmatrix K weist & Zeilen und [ Spalten auf. Jede Zeile der Kopplungsmatrix
K steht fiir einen Knoten, jede Spalte fiir einen konduktiven Wirmestrom zwischen zwei
Knoten. Die Ordinalzahlen der Knoten stimmen mit der Zeilennummer iiberein. Analog
stimmen die Ordinalzahlen der internen Strome mit der Spaltennummer iiberein. In jeder
Spalte s weist der Wert ,,—1” in der i-ten Zeile den Knoten 7 als Quelle und der Wert ,,+1”
in der j-ten Zeile den Knoten j als Senke des s-ten konduktiven Wirmestroms aus. Fiir
das Tiny-Haus geméf3 Abbildung 1 gilt

-1 0 0 0 0 0 0
1 -1 -1 -1 -1 0 0
o 1 0 O 0 -1 -1
o o 1 1 1 1 1

= (26)

Die stationiren Bilanzen erfolgen um jeden Knoten des Systems ,Gebdude” mit einer
Matrizengleichung. Geméf3 dieser Matrizengleichung wird zum Produkt aus Kopplungsma-
trix K und Vektor der internen Wéarmestrome g der Vektor externen Wérmestrome Qea
addiert und diese Summe Null 0 gesetzt. Es gilt der thermische Knotensatz

q1
1 0 0 0 0 0 0 @ 0% 0
1—1—1—1—100_‘?3+ o |o
o 1 0 0 0 -1 -1 4 o ~ |o -
0o 0 1 1 1 1 1 @ 0% 0 (27)
de
| 7 |
K a + Q° = o0

Diese Matrizengleichung (27) stellt den Zusammengang zwischen inneren konduktiven und
duBeren zu- bzw. abgefithrten thermischen Energiestromen des Systems ,,Geb#dude” her.

Die Ursache fiir konduktive Energiestrome innerhalb des Systems ,,Gebidude” sind die
Temperaturdifferenzen zwischen den Knoten. Die treibenden Temperaturdifferenzen AT
sind als Produkt der transponierten Kopplungsmatrix K” und den Knotentemperaturen T
darstellbar. Es gilt der thermische Knotensatz o
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AT, -1 1 00 [ T, +Th

AT, 0 -1 1 0 T T+ Ty

ATy 0 -1 01 Th ~Ty+ T,

AT, | = 0 -1 01 Tl = | -1 +T,

AT; 0 -1 01 T2 T+ T, (28)
ATy 0 0 -1 1 u ~Ty+T,

| ATy | 0 0 -1 1 T+ T, |

AT = K’ . T

Jeder durch Temperaturdifferenzen verursachter konvektiver Wiarmestrom iiberwindet einen
Wirmewiderstand. Der Wirmestrom @ ist das negative Produkt aus treibender Tempera-
turdifferenz AT und thermischem Leitwert L (reziproker thermischer Widerstand). Beim
Wirmeiibergang gilt L = a A mit Wirmeiibergangskoeffizienten a@ und Wirmeiibertra-
gungsfliche A und beim Wirmedurchgang L = k A mit Warmedurchgangskoeffizienten k
und Wirmeiibertragungsfliche A. Das thermische Widerstandsgesetz lautet

Q —LAT (29)

Analog zu Gleichung (29) gilt fiir séimtliche inneren Wérmestrome Q das Produkt der

thermischen Leitwerte L mit den entsprechenden Temperaturdifferenzen AT inform einer
Matrizengleichung, dem Leitwertgesetz

i Ly 0 0 0 0 0 0 ATy
o 0 Ly 0 0 0 0 0 AT,
s 0 0 Ly 0 0 0 0 AT,
G| = -] 0 0 0 Ly 0 0 0 AT,
ds 00 0 0 Ly 0 0 AT (30)
o 00 0 0 0 Lg 0 AT,
7 | 0 0 0 0 0 0 Ly | |AT|
q = —L AT

Die schrittweise Zusammenfassung der Gleichungen (27), (8) und (28) ergibt

Q" = -Kg= KLAT = KLK'T = M T (31)

Die erhaltene Konduktionsmatrix M, - weist in ausfithrlicher Schreibweise folgende Struktur
auf

Ly —L 0 0
M = —Ly Li+ Lo+ La+ Ly+ Ls —Ls —L3— Ly — Ls
—kd 0 —Ls Lo+ L6 + L7 —L6 — L7

0 —L3 — Ly — Ls —L¢—Ly; L3+ Ly+ Ls+ L¢+ Ly

(32)
Die Singularitidt der Modellmatrix M ; ist leicht nachzuvollziehen. Es existieren somit
n = k — 1 unabhéingige Gleichungen d.h es sind n Zustandsgrofien eindeutig bestimmbar.
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3.2 Modell fiir Konvektion

Das Modell fiir Konvektion involviert die Zustandsgrofien der Netzknoten sowie die Prozess-
groflen der Luftstrome. Der Zusammenhang zwischen diesen Grofien wird mit zwei weiteren
Matrizen abgebildet, einer Kapazitéitsstrommatrix C und einer Strukturmatrix S.

In das Gebsude flieBt gemiB Abbildung 1 ein kontinuierlicher Luftstrom zur Realisierung
des Luftwechsels. Der Luftstrom stromt zunichst in den Raum 1, ,beheizt” anschliefend
den Raum 2 und entweicht von diesem zuriick in die Umgebung.

Im Modell fiir Konvektion werden die Parameter eines Luftstroms mit dem Massestrom
m und der Wirmekapazitit ¢ zum Kapazitétsstrom C' = rc zusammengefasst. Die durch
die Knoten flieBenden Kapazititsstrome fiillen die Hauptdiagonale der Kapazitéitsstrom-
matrix g Ein Luftstrom durch den i-ten Knoten steht in der Kapazititsstrommatrix an
der Position C' (i,7). Die Strukturmatrix S beschreibt die Wege der Luftstréme durch das
System "Gebsude". Ein von Null verschiedenes Element der Strukturmatrix S (i,j) = 1
bedeutet: In den Knoten ¢ stromt Luft vom Knoten j ein. Im Beispiel geméfl Abbildung
1 tritt Luft von der Umgebung (Knoten 4) in den Rauml (Knoten 2) ein und stréomt von
Rauml in den Raum2 (Knoten 3). D.h. S(2,4) =1 und S (3,2) = 1.

Fiir die eintretenden Enthalpiestrome H' der Knoten folgt somit

0 00 0 0 0000 T, 0

el o mme 0 0 000 1 || e,

Hs | — |0 0 1hc 0 0100 T, | | meh -
0 00 0 0 0000 T, 0 (33)
H = c s T

Analoges gilt fiir die austretenden Enthalpiestrome H" der Knoten. Das Vorhandensein der
Einheitsmatrix E ist rein formal.

0 00 0 0 1000 T, 0
H| |0 rmc 0 0 0100 T ey

H| — |0 0 e 0 0010 Ty 1Ty "
0 0 0 0 0 0001 T, 0 (34)
H = ¢ E T

In thermischen Knoten wird durch Luftwechsel Energie ein- bzw. ausgetragenen. Das Kon-
vektionsmodell weist diese Energiestrome als Differenz der Enthalplestrome zwischen Aus-
und Eingang aus /6/. Fiir die Enthalpiedifferenz AH=H"-H gilt
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0 0 0 0 0 1000 0000 T,
AH, | |0 1thc 0 0 0100 0001 T
AH, | — |0 0 1ac 0 0010 |0100 Ty
0 0 0 0 0 0001 0000 T,
AH = c (  E - s ) T

(35)

Durch Ausmultiplizieren der letzten Gleichung (35) entsteht aus Kapazititsstrommatrix
C, Strukturmatrix S und Einheitsmatrix E die Konvektionsmatrix Mkv. Die Konvektions-
matrix M, lautet nach der Zusammenfassung

0 0 0 0
S (E— S) _ 0 mc 0 —mc (36)
EACTh =\= = 0 —mc mc 0

0 0 0 0

Die Konvektionsmatrix M
des Gesamtmodells.

1, 1St ZWar singulér, trotzdem wichtiger ergéinzender Bestandteil

3.3 Modell fiir Quellen und Senken

Thermische Quellen und Senken in Gebduden sind durch konstante Energieleistungen cha-
rakterisiert, welche nicht urséchlich von Temperaturdifferenzen oder Massetransporten ab-
hiéngen. Derartige Quellen oder Senken sind z.B. Kiihlgerdte, Abwéirme von elektrischen
Geriten, Personen inkl. deren Lebensfithrung sowie zeitweise Sonneneinstrahlung durch
Fenster

Im stationéiren Fall bewirken Quellen und Senken konstante Wirmestrome, welche ei-
nem Knoten in direkter Weise zu- oder abgefiihrt werden. Das Modell fiir Senken und
Quellen besteht aus einem Vektor Qqs mit den zu- oder abgefiihrten Energiestrome, z.B.
Raum 1 mit Eintrag von Abwirme eines elektrischen Geriites (Knoten 2)

0

Q" - | ¥ (37)

0

Das Modell fiir Quellen und Senken ist ebenfalls ergéinzendes Element fiir das Gesamtmo-
dell.

3.4 Simulation des stationiren Verhaltens

Das Gesamtmodell fiir die stationsire Simulation eines Gebiudes entsteht durch Uberlage-
rung der vorangestellten Modelle fiir Konduktion, Konvektion und Quellen /Senken, in Form
der Gleichungen (32), (36), (37). Auf der linken Seite der Matrizengleichung stehen externe

16



iiber die Systemgrenze des Gebdudes ein- und ausgetragene thermische Energiestrome, auf
der rechten Seite stehen interne Wérme- und Enthalpiestrome. Es gilt

Q° 0 Ly —L 0 0 T,

0 n Q1 _ —Ly mc+ Lqi_5 —Ls —mc — L3 a5 Ti

0 0 0 —mc—Ly mc+ Lagr —Lg 7 T

Q" 0 0 —L3 45 —Lg 7 Lz 7 T,

;ea + Qqs - M, +M, I
(38)

Fiir ein Gebdude mit n Knoten existieren n — 1 linear unabhéingige Gleichungen. Somit
sind n — 1 Variablen eindeutig bestimmbar. D.h. mit dem Gleichungssystem ist es mog-
lich verschiedene Fragestellungen zu beantworten. Es ist giinstig das Gleichungssystem in
eine homogene Form zu iiberfithren, bei welcher auf einer Seite der Nullvektor O entsteht.
Aufgrund linearer Abhiéingigkeit kann in der Regel die n-te Gleichung entfallen.

T,
T

0 Ly —I 0 0 -1 0 T

0 = —Ll mc + L1_5 —Lg —mc — L3,475 0 —1 T2

0 0 —mc — Lg mc + L27677 —L677 0 0 Que (39)
Qq

0 = M Z

Nun existieren drei Gleichungen mit sechs Zustandsgrofien Z d.h. bei Vorgabe von drei
Zustandsgroflen sind die verbleibenden Grofien berechenbar. Analog zum Umstellen von
Gleichungen ermoglicht das Gleichungssystem durch Spaltentausch sowie entsprechendem
Tausch der jeweiligen Variablen verschiedene Modifikationen. Beispielweise sind Tempera-
tur 77 und Wérmeeintrag Q¢ in den Rauml sowie die Umgebungstemperatur 7}, bekannt
und dagegen die Oberflichentemperatur des Heizkorpers T}, die Temperatur des Raum?2
T, und Heizleistung des Gebiiudes Q¢ unbekannt. Der Vektor der Zustandsgrofen Z wird
in den unbekannten Teil Z;; und den bekannten, vorgegebenen Teil Z;, gespalten. Analog
erfolgt die Spaltung der Modellmatrix M in den Teil fiir die Unbekannten M  und den
Teil der Vorgaben Mv‘ Nach Umstellung und erforderlichem Wechsel der Vorzeichen gilt

Ly 0 -1 Th —14 0 0 11
— _Ll —L2 0 TQ = mc + L1_5 —mc — L3_5 -1 Tu
0 mc —+ L27677 0 Qe —mc — L2 —L677 0 Qq

(40)
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Fir die Losung gilt

Th —14 0 1 —L, 0 0 Ty

TQ = L1 Lg 0 mc + L175 —mc — L3,5 -1 Tu

Qe 0 —mc — L27677 0 —mc — L2 —L677 0 Qq

ZU = _Mgl MV ZV
(41)

Analog konnen weitere spezielle Losungen fiir modifizierte Fragestellungen gefunden wer-
den, sofern die Matrix &U nicht singulir ist. Dies wird nachfolgend an Beispielen demon-
striert.
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4 Allgemeines Modell zur dynamischen Simulation von
Gebiuden

Das Modell fiir die dynamische Simulation eines Geb#udes entsteht durch Erweiterung des
stationdren Modells. Bekanntlich erfordert ein dynamisches Modell zusiitzlich die Kenntnis
der Warmekapazititen sémtlicher Knoten, um deren thermische Trégheit mathematisch ab-
zubilden. Von entscheidender Bedeutung ist jedoch die adéiquate Beschreibung der dufleren
Bedingungen.

Geb#ude sind sténdig einer verdnderlichen Umgebungstemperatur sowie einer unter-
schiedlichen thermischen Einstrahlung ausgesetzt. Die zeitlichen Verldufe dieser Einfliisse
variieren in fast unendlicher Mannigfaltigkeit. Wiederholungen von Wetterperioden sind
im strengen Sinne unmoglich. Trotzdem existieren innerhalb bestimmter Zeitrdume beob-
achtbare dhnliche und typische Muster der dufleren Einfliisse. Diese Muster gestatten Pro-
gnosen innerhalb unscharfer Grenzen. Allerdings klaffen diese Grenzen mit zunehmendem
zeitlichem Horizont der Vorhersage weiter auseinander. Fiir die Simulation der dynamisch-
thermischen Eigenschaften von Gebéduden ist diese Unschiirfe jedoch unerheblich. Wichti-
ger ist die Kenntnis der Anfangsbedingungen fiir den Simulationszeitraum. Aufgrund der
dynamischen "Vorgeschichte"des Gebidudes sind die Anfangsbedingungen nicht trivial er-
mittelbar. Eine pragmatische Moglichkeit ist die geschickte Wahl eines Zeitraumes fiir die
Simulation, bei welchem die witterungsbedingten #ufleren Bedingung zu Beginn und am
Ende moglichst gleich sind. In diesem Fall liegt niherungsweise ein zyklischer Prozess der
dufleren Bedingungen vor, dessen beliebig wihlbarer Startpunkt einfach und exakt ermit-
telbar ist /6/.

Fiir die mathematische Beschreibung zyklischer Prozesse sind Fourier-Reihen hervorra-
gend geeignet. Die beobachteten Wetterdaten beziiglich Temperatur und Strahlung liegen
fiir die Simulation in Form der Fourier-Koeffizienten vor. Nachfolgend werden im Sinne
einer vereinfachten Darstellung nur die Temperaturen betrachtet.

Fenster 1 Umgebung
1 = |
Heizkérper
Liiftung
Wand I
- Schicht 1—[] Innenraum
- Schicht 2 __H4
- Schicht 3
Waérmequelle
] L] I —
= \
Tiir Fenster 2

Abbildung 2: Grundriss eines einfachen Tiny-Hauses

Die Abbildung 2 zeigt den Grundriss eines ebenfalls stark vereinfachten Tiny-Hauses. Das
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Gebiiude weist einen Raum mit einer Tiir, zwei Fenstern und einem Gerit mit Abwiirme
auf. Der Raum wird geheizt und zwangsdurchliiftet. Die nachfolgende Modellentwicklung
erfordert ein vereinfachtes Objekt, welches die Allgemeingiiltigkeit der vorgestellten Modelle
in keiner Weise einschréinkt.

Ein instationires Modell fiir feste Wiande basiert i.a. auf der Losung einer partiellen
Differenzialgleichung. Alternativ ist es moglich feste Winde nidherungsweise mit einem
System gewohnlicher Differenzialgleichungen zu modellieren. Dazu wird die Wand in fiktive
Schichten geteilt. Fiir jede Schicht ist eine gewohnliche Differenzialgleichung zu formulieren.
Fiir realitdtsnahe Simulationen sind ein bis zwei Differenzialgleichungen pro Zentimeter
Wandstirke ausreichend. Im Beispiel gemifi Abbildung 2 liegen drei Wandschichten vor.

4.1 Beschreibendes Diffenzialgleichungssystem fiir ein Gebiude

Ein dynamisches Modell fiir ein Geb#ude, d.h. ein Netzwerk mit zahlreichen Knoten und
ihren Verkniipfungen, basiert auf Knotenbilanzen. Im Gegensatz zu stationéiren Modellen
ist die Summe von energetischen Zu- und Abfliilssen der Knoten bei einer instationiren
Bilanz ungleich Null. Die Differenz zwischen energetischen Zu- und Abfliissen bestimmt die
Zustandsidnderung der Knoten.

Ein dynamisches Modell ist umfangreicher, da Winde mehrschichtig zu modellieren
sind. Das Gebdude gemifl Abbildung 2 wird als System mit sechs thermischen Knoten
abgebildet.

Ty ... Heizkorper
T, ... Raum
| T ... Wandschicht 1
T = T, ... Wandschicht 2 (42)
T ... Wandschicht 3
| 7. | ... Umgebung

Zwischen diesen Knoten existieren sieben thermische Kopplungen inform konduktiver Wiir-
mestrome . Im Einzelnen sind dies

G ... Heizung - Raum (Oberfléche des Heizkorpers)
) ... Raum - Wandschicht 1 (Innenfléiche des Gebéudes)
qs ... Wandschicht 1 - Wandschicht 2

q = | @ ... Wandschicht 2 - Wandschicht 3

B ds ... Wandschicht 3 - Umgebung (Aulenfléiche des Gebéudes)
de ... Raum - Umgebung (Tiir)
dr ... Raum - Umgebung (Fenster)

- (43)
Weiterhin existiert infolge des Luftwechsels ein konvektiver Enthalpiestrom AH. Fiir die
Enthalpiedifferenz zwischen Ein- und Austritt gilt
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He — H® ... Liiftung des Raumes
AH = (44)

Die instationédren Bilanzen der thermischen Knoten sind mit einer Matrizengleichung dar-
stellbar. Die Matrizengleichung beschreibt die Anderung der Inneren Energie %H als Dif-
ferenz von zu- und abgefiihrten thermischen Energiestromen. Dies geschieht durch Mul-
tiplikation der Kopplungsmatrix K mit den internen konduktiven Energiestrémen ¢ und

Addition der zu- bzw. abflieBenden konvektiven Enthalpiestrome AH. Es gilt

(U, ] 1 0 0 0 0 o0 o7 |© 0]
Ug 1 -1 0 0 0 -1 -1 42 He — He
d | Un | 0 1 -1 0 0 0 0 @ 0
U, | = 0 0 1 -1 0 0 0 Ga | 0
U O 0 0 1 -1 0 0 4 0
U, ] 0 0 0 0 1 1 1 gi 0|

|~

c
Il

=

a + AH
(45)
Fiir die konduktiven Wérmestrome gilt das Leitwertgesetz ¢ = —L AT vollig anlog zum

stationdren Modell gemif Gleichung (30). Die Leitwertmatrix L ist fiir das stationére und
das instationéire Modell identisch. Zusammengefasst gilt

0 Li —Ly 0 0 0 0 T
o 0 Ly, —Ly 0 0 0 T"
gs 0 0 Ly —Ly O 0 TR
| = 0 0 0 Ly —-L;y O Twl
ds 0 0 0 0 Ly —Ls Tw2 (46)
{6 0 Lg¢ O 0 0 —Lg wa‘”
a 0 Ly 0 0 0 —L; L S
q = - LK’ T

Fiir die konvektiven Enthalpiestrome trifft die Analogie zum stationéiren Modell ebenfalls
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OO OO OO
OO OO OO
OO OO OO
OO O O OO
&3
=

N ¢ (E-9) i\

Den Zusammenhang zwischen Innerer Energie U der Knoten und ihrer Temperatur T
driickt die Kapazitdtsmatrix C aus. Die thermische Kapazitit C' = mc ist das Produkt aus
Masse und spezifischer Wiirmekapazitit. Die Kapazititsmatrix C enthélt auf der Hauptdia-
gonalen C' (i,7) die Wérmekapazititen des jeweiligen Knotens 7. Die Knoten von Heizung
und Umgebung sind Quellen bzw. Senken mit konstanter konduktiv und konvektiv un-
beeinflussbarer Temperatur. Dies wird mit einer gegen unendlich strebenden thermischen
Kapazitit formuliert.

Uh o0 0 0 0 0 0 Th
U, 0 mye, 0 0 0 0 T,
d U1 . 0 0 MywCw 0 0 0 d T1
a || — |0 o0 0 mwcw 0 0| dt| T (48)
Us 0 0 0 0 MypCyw 0 T
| U | | 0 0 0 0 0 o0 | | T |
a4y g 4

dt_ dt_
Durch Zusammenfassen der Gleichungen (45), (46), (47) und (48) erfihrt das Differenzial-
gleichungssystem seine vorerst endgiiltige allgemeine Form

C4T - - (KLK'+C(E-8))T+Q" = —(M,,+M, )T+Q" (1)

Die Struktur des Differenzialgleichungssystems stellt die Modellmatrix MD in Gleichung
(50) zusammenfassend dar.

0 0 0 0 0 0 |
Ma1 Moy Moz 0 0 mog
P _ 0 ma mg3 maga 0 0
%D_ g (Ekd_‘_%kv) - 0 0 mys my mys 0 (50)
0 0 0 mss msy; Msg
| 0 0 0 0 0 0 |

In der Koeffizientenmatrix MD des Differenzialgleichungssystems zur dynamischen Simu-
lation entstehen an erster und letzter Position aufgrund der unendlichen Kapazitit des
Heizkorpers und der Umgebung Nullzeilen. Diese Zeilen entfallen, d.h. die Oberfléichen-
temperatur des Heizkorpers und die Umgebungstemperatur sind zeitlich konstant. Das
Differenzialgleichungssystem besteht somit nur noch aus vier relevanten Gleichungen. Die
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Spalten der Matrix MD fiir die relevanten Temperaturen T bilden die Temperaturmodell-
matrix MT, wihrend die Spalten der konstanten Temperaturen die Eingangsmatrix ME
fiir den Eingangsvektor T° bilden

T, Moy Moz 0 0 T, Moy Mg
d | T _ msy maz mzs 0 T; n 0 0 Ty
dt | T - 0 mas mas mys 15 0 0 T, (51)
T3 0 0  mss mss T3 0 mse
d _ e
i = M T + M. T

Es ist moglich, die Eingangsmatrix ME mit einer Spalte (rechts) sowie den Vektor T°

entsprechend mit einem Element (unten) zu erweitern um eine interne Wirmequelle (7
einzufiigen.

T, Mo T3 0 0 T, o1 Mae MMge T
i T1 . M3za 1M33 MM34 0 T1 + 0 0 0 Th
dt | Ty N 0 g Mmag Mmys Ty 0 0 0 QL;
T3 0 0 Msq  TN55 T3 0 mMse 0
%I - M, T + M, I
(52)

In der vorliegenden Form besteht der Eingangsvektor T aus kontanten Groflen. Dies ent-
spriche einem Sprungeingang. Nachfolgend wird die Moglichkeit der Einbindung beliebiger
zyklischer Eingangsfunktionen dargestellt.

4.2 Mathematische Beschreibung zyklischer Umgebungseinfliisse

Es ist beobachtbar, dass natiirliche Umgebungsbedingungen (Wetter und Einstrahlung)
periodische Phasen aufweisen. Mit Fourier-Reihen ist es moglich periodische Temperatur-
verldufe (oder auch Verldufe der Strahlungsintensitéit) mathematisch zu beschreiben. Vorab
ist die Dauer einer Periode, die Zykluszeit ¢, zu bestimmen. Als Kriterium der Periodizitét
fiir £ Zyklen gilt: T (t) = T (t + k - t,). Die Temperaturzyklen erfahren iiber die Kreisfre-
quenz w eine Normierung auf den Zyklus der Winkelfunktionen Sinus und Kosinus. Die
folgenden Darstellungen beziehen sich nur auf Temperaturzyklen. Strahlungsphéinomene
sind analog behandelbar. Es gilt:

2T
w = —
1.

T(t) = THcicoswt+ sysinwt + cgcos2wt + sesin2wt + ... (53)

T(t) = T+Z(ancosnwt+bnsinnwt)
n=1
Die Bestimmung der Fourier-Konstanten erfolgt durch Bearbeitung von Messwerten des
Wettergeschehens. Benotigt werden Messreihen der Temperatur an p dquidistanten Zeit-
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punkten innerhalb des Zyklus (7o, Tas, Toat, a1, - 5 Tp.at), wobei die Anfangs- und
Endtemperatur des Zyklus identiich ist To = T} A¢-
Der erste Fourier-Koeffizient T ist die mittlere Temperatur der Zeitreihe. Es gilt:

—1

3

T - E.At (54)

=N
Il
o

i

Die weiteren Fourier-Koeffizienten, die Kosinus-Terme ¢,, und die Sinus-Terme s,, von n-ter
Ordnung sind mit den Beziehungen der linearen Regression ermittelbar

-1 p—1
2 % 2

c, = —E TinccosT; ; S, = —E Tiprsinz; mit z; = inw Al (55)
P 1=0

Wichtig! Um eindeutige Losungen zu erhalten, muss analog zur Regression die Anzahl der
Messwerte p mindestens der Anzahl der zu bestimmenden Fourier-Koeffizienten 2n + 1
entsprechen, d.h. p > 2n + 1. Die Anzahl ermittelter Fourier-Koeffizienten kann u.U. bis zu
1000 betragen.

4.3 Dynamisches Modell fiir zyklische Umgebungseinfliisse

Das vorgestellte Gebdudemodell geméfl der Matrizengleichungen (49) bzw. (51) impliziert
in der dargestellten Form konstante Temperaturen als Sprungeingangsfunktion. Eine iibli-
che Moglichkeit zur Verwendung zyklischer Eingangsfunktionen ist deren Splittung in kleine
zeitliche Intervalle mit jeweils konstanter Temperatur. D.h. diese Intervalle néhern die zy-
klische Eingangsfunktion mit einer Folge zeitlich aneinander gereihten Sprungfunktionen
an. Die Genauigkeit der Naherung wird durch die Zeitschrittweite bestimmt. Dies fiihrt
entweder zu hoher Rechenzeit oder zu geringer Rechengenauigkeit. Nachfolgend wird ein
Verfahren vorgestellt, welches keines dieser Nachteile aufweist.

Es ist moglich zyklische Eingangsfunktionen mit einem linearen Differentialgleichungs-
system zu formulieren. Ein derartiges Differenzialgleichungssystem wird gemeinsam mit den
linearen Differenzialgleichungen des Gebidudemodells simultan gelost, wodurch die mathe-
matisch exakte Einbindung von zyklischen Eingangsfunktionen gewihrleistet ist.

Das System linearer Differenzialgleichungen bildet mit der Koeffizientenmatrix G, dem
Sinus-Generator und dem Vektor Y die Sinus- und Cosinusfunktion n-ten Grades ab

%[iﬂ N lnow —gw] VZZ} (56)
iy _ el Y

dt— -

Die analytische Losung der Differenzialgleichungen (56) wird effektiv iiber Eigenwerte und
Eigenvektoren der Koeffizientenmatrix erhalten. Durch Zerlegung der Matrix G in die Ma-
trix der Eigenvektoren S und die Diagonalmatrix der Eigenwerte A gilt
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{now _gw] N {—; _ﬂ {j%w —JOW} {—; _{]1 (57)

G = A S

|l

Die Losung der Differenzialgleichungen erfolgt durch Exponieren der mit der Zeitschrittwei-
te At multiplizierten Eigenwerte A und dem anschlieBendem Ausmultiplizieren der Matrizen
S, e22! und S7!. Die Exponentialfunktion generiert fiir imaginére Argumente Winkelfunk-
tionen. Die exponierte Matrix W lautet

cosnwAt —sinnwAt | 1 —j eInAt 0 I
sinnwAt  cosnwAt | | —j 1 0 e inAt -5 1

=
|
[l

eéAt §—1

(58)
Die erhaltene Losung weist eine sehr hilfreiche rekursive Eigenschaft auf. Diese beruht auf
dem impliziten Wirken der Additionstheoreme von Cosinus- und Sinusfunktion

cosnw (t+At) | | cosnwAt —sinnwAt cosnwt it Y. — 1
sinnw (t+At) | | sinnwAt  cosnw At sinnwt =010

Y,

|
=

Xt-f—At -

(59)

Durch formale Erweiterung des Sinus-Generators nach Gleichung (56) entsteht ein be-

schreibendes Differentialgleichungssystem fiir Cosinus- und Sinusfunktionen mit zwei Kreis-
frequenzen.

Y1 0 —w 0 0 Y1

d |y B w 0 0 0 Y2

dt | vy - 0 0 0 —2w Y3
s 0 0 2w 0 " (60)

4y — g Y

dt—

Selbstversténdlich ist Gleichung (60) beliebig erweiterbar. Die analytische Losung erfolgt
gemif der vorgestellten Eigenwert-Methode

cos wAt cos wAt —sin wAt 0 0 1
sin wAt B sin wAt cos wAt 0 0 0
cos 2wAt - XD 0 0 cos 2WAt —sin 2wAt 1
sin 2wA¢ 0 0 sin 2wAL cos 2wAt 0
Xt+At = E Xt_o
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Die vorstehende Losung dient der Formulierung zyklischer Temperaturverldufe von Heizung
und Umgebung. Die mit Gleichung (55) erhaltenen Fourier-Koeffizienten sind in der Fourier-
Matrix F erfasst. Das nachfolgende Fourier-Modell beschreibt die Eingangstemperaturen

T® als periodische Schwingung um deren Mittelwerte T.

. cos wt
[ TF } B [ Ty, } n cgh) sgh) cgh) sgh) sin wt
Te - T (u) 8(“) (u) 8(“) cos 2wt
u u G 1 G 2
sin 2wt (62)
™ = T + F Y,

Das Fourier-Modell (62) ist fiir die &ufleren Bedingungen eines Gebéudes beliebig erweiter-
bar und lésst sich unkompliziert in das Gebidudemodell integrieren.

4.4 Gebidudemodell mit zyklischen Umgebungsbedingungen

Das vorgeschlagene Modell zur dynamischen Simulation von Gebduden unter zyklischen in-
neren und dufleren Bedingungen involviert drei Teilmodelle. Diese sind das Geb&dudemodell,
das Fourier-Modell und der Sinus-Generator.

Die Basis bildet das Gebdude Modell nach Gleichung (52), dessen zyklische Eingang-
stemperaturen T° mit dem Fourier-Modell von Gleichung (62) eingefiigt werden. Durch
Einsetzen der entsprechenden Gleichungen folgt

i —
#2xL =M T + MF Y + M T (63)

Gemifl Gleichung (62) und somit auch in Gleichung (63) enthalten die Eingangstempera-
turen T° einen konstanten Teil der Mittelwerte T und einen variablen Teil aus Fourier-
Koeffizientetn F multipliziert mit den Cosinus- und Sinus-Funktionen Y,. Der Vektor
der Winkelfunktionen Y, ist Losung des Differenzialgleichungssystem (60) mit dem Sinus-
Generators in Form der Matrix G.

Mit den Aggregationen M M F und X* = M T ist Gleichung (63) zu ver-
einfachen und zusammen mit Glelchung (60) in die allgemelne Form des Geb#dudemodells

einzufiigen
d[T M, M,] [T X
— — =T = +
dt | X 0 G Y 0

(64)
d
al = M z + X

Die Losung des Differenzialgleichungssystem erfolgt durch Exponieren der Koeffizienten-
matrix M fiir die Zeitschrittweite At gemifl Gleichung (10)

5w, o] .

gAt - eXp (_M At)

26



Zur Losung des Differenzialgleichungssystems ist die Ermittlung des stationéren Punktes

Z, erforderlich
M. ][ X
- _ T = =
K -

zZ, - M X

Das Modell zur Simulation des dynamischen Verhaltens von Gebéduden mit zyklischer Ein-
gangsfunktion weist die nachfolgende allgemeine Form auf. Geometrisch beschreiben die
Zustandsgroflen im Zustandsraum eine rdumliche Bahn um den stationédren Punkt

o =
o |2

(66)

vl e sl ) 5w, 1]
Y t+AL 0 W At Y 0 E-W At 0 (67)
Zino = B, z +  (B-B,) z,

Die Losungsgleichung (67) simuliert dynamische Eigenschaften von Gebéuden in rekursiver
Form, mit analytischer Genauigkeit. Der Startzustand ist beliebig. Ebenso die Zeitschritt-
weite At.

4.5 Simulation des dynamischen Verhaltens

Im Falle eines zyklischen Prozesses verlaufen die Zustandsgrofien auf einer geschlossenen
Trajektorie. Nach Ablauf einer Zykluszeit ¢, gilt definitionsgemifl die Gleichheit der Zu-
standsgrofen Z, = Z, und auch samtlicher Ableitungen. Ein zyklischer Prozess weist weder
einen Anfangs- noch ein Endzustand auf. Fiir die Simulation eines zyklischen Prozesses ist
ein Einsprungspunkt erforderlich, welcher nach Ablauf der Zykluszeit wieder erreicht wird.
Die exakte Bestimmung eines Einsprungspunktes ist iterationslos und mit analytischer Ge-
nauigkeit bestimmbar.
Fiir ein Gebdude gilt fiir einen Zyklus gemifl Gleichung (67)

Itz _ ET EG T, + E_ET EG T,
Y, 0 EJ, Y 0 E-E|, |0

- Tk - = =k (68)
z. - P z + (BE-R) z,

Es ist leicht zu sehen, dass nur die obere Matrizengleichung brauchbare Resultate liefert.
Fiir diese Zeile gilt

T, - P,T, + P.Y, + (E-P,)T, (69)

=T
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Der Zustandsvektor T, ist eindeutig bestimmbar, indem die obere Matrizengleichung nach
T, umgestellt wird. Der Zustand T, stellt den Einsprungs- und Endpunkt fiir die anschlie-
Bende Simulation dar.

T, - T, + (E-B,) B,Y, (70)

Fiir den Anfangsvektor der Winkelfunktionen Y, gilt

sin 0 1
cos (0 0

Y, = sin0 | |1 (71)
cos (0 0

Fiir die Simulation gilt Gleichung (67). Es ist giinstig fiir die Ermittlung der Zeitschrittweite

die Zykluszeit durch eine natiirliche Zahl z zu teilen At = =

z
Zy = Z,+P, (Z,~Z,) = P, Z,  + Vau
Lopny = L+ EAt (Zn, — Z,) = EAtZAt + Va
Lspny = L+ £At (Zon, — Z,) = EAtZQAt + Va (72)

Z0 = Zs_l—gAt (Z(z—l)At_Zs) =P Z(z—l)At + VAt

mit dem Exponentialvektor V 4,

= =At | =

Vy=(E-P,)Z--(E-B,)M'X (73)

Mit den vorstehenden Gleichungen ist die dynamische Simulation von Geb#duden auf die
Operation Matrix x Vektor zuriickgefiihrt. Bei geschickter Programmierung von Gleichung
(73) ist die explizite Addition des Vektors V 5, nicht erforderlich.
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5 Beispiele

5.1 Stationire Simulation

Die Gleichungen (38), (39), (40) und (41) umfassen das mathematische Modell fiir das sta-
tiondre Verhalten des Tiny-Hauses gemifl der Abbildung 1. Die Lésung dieser Gleichungen
erfordert Vorgaben von Parametern. Es existieren drei unabhiingige Gleichungen mit sechs
Variablen. Somit existieren verschiedene Varianten von vorzugebenen und zu berechnenden
Groflen. Die Vorgaben des Beispiels sind in nachfolgender Tabelle aufgefiihrt.

Temperatur Raum1 T
Wiérmeeintrag in Rauml Q4
Umgebungstemperatur T,

Liiftungsstrom my

20.0 °C
0.40 KW
10.0 °C

0.01 kg s ! (cl — 1.0

(74)

kJ
kg K

Weiterhin erfordert das Modell die Kenntnis der thermischen Leitwerte von sieben konduk-

tiven Wirmestromen

Heizkorper L, =
Innenwand (inkl. Tiir) Lo
Wand1 Ly =
Fensterl Ly, =
Auflentiir Ls
Wand2 Lg
Fenster2 L, =

Das Wesen der stationéren Simulation besteht im Losen der Matrizengleichung (41)

Z, = -M'MZ,=MZ,
(T, ] [ L, 0 1
| = L Ly 0
| Qe ] | 0 —mc — L2767 0
[T, ] C 004 0 117"
| = 0.04 0.10 0
| Q| 0 022 0
(T, ] [ 5.00 —4.00 —25.0
T, | = |05 050 0
| Q| | 016 —0.16 —1.0

0.020 2% 20m? = 0.04 EX
0.010 27~ - 10.0 m? 0.10 &
0.004 - . 20.0 m* = 0.08 £
0.005 -5t 20m* = 0.01 £ (75)
0.005 £1- 2.0 m? 0.01 EX
0.005 2% - 20.0 m? 0.10 %VV
0.005 -3t 20m* = 0.01 £
-1
—L, 0 0] [T
mc+ Li_s —mec—Lgys —1 Tu
—TI’LC—LQ —L677 0 Qq
—-0.04 0 0] [T
025 —0.11 =1 || T,
—-0.11 —011 0 | | Q7
20 °C 50 °C
10°C | =| 15°C
0.4 kW 1.2 kW
(76)

Die Losungsmatrix M ldsst aufgrund ihres allgemeinen Charakters sehr einfach Parame-
terstudien zu. Der allgemeine Charakter der Losungsmatrix wird bei den nachfolgend mo-
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difizierten Vorgaben besonders gut sichtbar. Statt der Raumtemperatur 77 wird die Ober-
fliichentemperatur 7T} vorgegeben

Oberfliche Heizkorper T, = 50.0 °C

Wirmeeintrag in Rauml Q7 = 0.40 kW
Umgebungstemperatur T, = 100 °C (77)
Liiftungsstrom my = 0.01 kgs! (cl =1.0 kg—JK)

Durch partielle Invertierung entsteht das modifizierte Gebdudemodell fiir die gesinderten
Vorgaben

Z, = _M; 1Mvzv = MZU

(T, ] [ I 0 117'T I 0 01T

TQ = —mc — L1_5 L2 0 —Ll —mc — L37475 —1 Tu
| Qe ] mc + Lg —mc — Lg 6.7 0 0 —L6,7 0 Qq
(T, ] [ 004 0 17'[ 004 0 0] [ T

Tg = -0.25 0.10 0 -0.04 -0.11 -1 Tu
O | 011 —022 0 0 —011 0] | @
[Ty [ 0.200 0.800  5.00 50 °C 20 °C

TQ = 0.100 0.900 2.50 10°C | = 15 °C
| Q° | | 0.032 —0.032 —0.20 0.4 kW 1.2 kW

(78)

Dieses Modell ermoglicht ebenfalls einfache Parameterstudien. Anmerkung: Die ersten bei-
den Spalten und Zeilen der Losungsmatrix M sind wesensgleich mit der Betriebscharakte-
ristik fiir Wérmeiibertrager.

5.2 Dynamische Simulation

Das Modell fiir die dynamische Simulation von Geb&duden ist im Vergleich zur stationéren
Simulation wesentlich umfangreicher. Deshalb erfordert dieses Modell auch wesentlich mehr
beschreibende Parameter. Es existieren sechs zustandsbeschreibende Variablen und nur eine
Prozessgrofie

Liiftungsstrom 1, = 0.0123 kg st <01=1.0 ,CS—JK> (79)

Die dynamische Simulation basiert auf der Losung von Differenzialgleichungen mit varia-
blen Randbedingungen. Diese sind die Temperatur der Oberfliche des Heizkorper T}, und
Umgebungstemperatur T,,. Die zeitliche Abhéngigkeit liegt in Form von Zeitreihen vor.

Die Zeitreihe fiir den tageszeitgesteuerten Zyklus der Oberflichentemperatur (bzw. Vor-
lauftemperatur) des Heizkorpers

(80)

Th,=f(t) 36|36 |36|38|40 |41 |42[43|43|43|42|40]|36]|°C
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Die Zeitreihe fiir den Tageszyklus der Umgebungstemperatur (es sind auch mehrtégige oder
mehrjéhrige Zyklen berechenbar)

t 0|1 2| 4|6 | 8101214161820 22|24 | h

T,=f(t)|6.0]6.0]50(50|60|70[80[90(9.0|80(80(70]6.0]°C

(81)

Mit den Beziehungen (54) und (55) werden die Fourier-Koeffizienten bestimmt. Durch

Einsetzen dieser Konstanten in die Fourier-Matrix F geméfl Gleichung (62) entsteht mit den

Winkelfunktionen Y eine explizite Beziehung fiir die Zyklen von Oberflichentemperatur des
Heizkorpers 1}, = f (t) und Umgebungstemperatur T;, = f (t).

cos wt
T 40.0 —2.5714 —-2.6324 —-0.5833 —0.7217 sin wt
T, 7.0 —0.9330 —1.6160 0.2500 —0.1443 cos 2wt

sin 2wt
™ = T + E Y

(82)
Das Tiny-Haus in Abbildung 2 weist die thermischen Leitwerte der nachfolgenden Tabelle
auf, welche die Hauptdiagonale der Leitwertmatrix L gem#f8 Gleichung (30) fiillen

Heizkorper - Raum Ly = aA, = 0.0400 ’%V
Raum - Wandschichtl L, = ad,/(1+%) = 0.1000 £%
Wandschichtl - Wandschicht2 Lz = MA,/s = 0.0625 &
Wandschicht2 - Wandschicht3 Ly = MA,/s = 0.0625 Y (83)
Wandschicht3 - Umgebung Ly = a4,/ (1+%) = 0.1000 @
Raum (2 Fenster) - Umgebung Ls = kiA; = 0.0200 &
Raum (Tiir) - Umgebung L; = kA = 0.0100 £

Hinweis: Fiir die Berechnung der thermischen Leitwerte von Wandschichten sind deren
Kerntemperaturen relevant. Deshalb setzt sich Wérmewiderstand der AuBenschichten aus
Wiérmeiibergang und Wirmeleitung durch die halbe Wandschicht zusammen.

Die Speicherkapazititen der thermischen Knoten fiir Kapazitéitsmatrix C sind in Ta-
belle (84) aufgefiihrt. Die Kapazitiiten fiir die thermischen Knoten der Heizung und der
Umgebung sind unendlich.

Heizkorper Cc; => 00

Raum Cy = myqg = 75 kg - 1.00,!‘“—‘;{ — 750 kK
Wandschichtl C; = img,e, = 1000 kg - 2-50;!3—‘2 = 2500 kK
Wandschicht2 Cy = $myc, = 1000 kg - 2.50,f—§( = 2500 =X (84)
Wandschicht3 C5 = 4m,c, = 1000 kg - 2.50,5—@ = 2500 %K

Umgebung Ce => 00

Der Zustandsvektor Z enthélt sechs zustandsbeschreibende Temperaturen, die Ober-
fliichentemperatur des Heizkorpers T},, der Raumtemperatur 7,., den Temperaturen der
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drei Wandschichten T}, T, T5 und der Umgebungstemperatur 7;. Die Kopplungsmatrix
K beschreibt die Kopplung der sechs thermischen Knoten mit sieben konduktiven Wérme-

S_tr('jmen
Ty, ] [ —1 0 0 0 0 0 0
T, 1 -1 0 0 0 -1 -1
| B 01 -1 0 0 0 0
Z = 15 g o 0 0 1 -1 0 0 0 (85)
T; 0 0 0 1 -1 0 0
i T, | i 0 0 0 0 1 1 1 |

Mit der Strukturmatrix S wird der Weg von konvektiven Enthalpiestromen formuliert. Das
vorliegende Beispiel erfordert nur eine ,,1” fiir den Eintritt des Liiftungsstroms aus der
Umgebung (Knoten 6) in den Raum (Knoten 2). Somit gilt S (2,6) = 1. Die Kapazitits-
matrix Q enthiilt auf Position (2,2) den Kapazititsstrom des Liiftungsstrom C = myc =
0.01 kW K1

kW K1

[lun
|l@f

(86)

O O O OO

0

OO OO OO

OO O oo

0

O OO O OO

O OO O OO

OO O OO

OO OO OO

OO OO M=o

OO OO OO

O OO oo

0

O OO O OO

OO DO O OO

Die Koeffizientenmatrix M bildet den Teil des Differenzialgleichungssystems zur Beschrei-
bung von Konduktion und Konvektion. Hinweis: Die Dimension Koeffizienten wurde von
s~ auf h™! transformiert

M, - -C(KLK"+C (E-8))
[0 0 0 0 0 0 ]
2.0000 —9.1000  5.0000 0 0 2.1000 (87)
M — 0 0.1440 —-0.2340  0.0900 0 0 Bl
=D 0 0 0.0900 —0.1800 0.0900 0
0 0 0 0.0900 —0.2340 0.1440
0 0 0 0 0 0

Aufgrund der unendlichen thermischen Kapazititen entstehen Nullzeilen. Diese Nullzeilen
(Zeilen 1 und 6) entfallen. Die Spalten der entsprechenden Variablen (Spalten 1 und 6) ent-
fallen ebenfalls. Die verbleibende Matrix M, bildet den "Kern"des Modells fiir Konduktion

und Konvektion

—9.1000  5.0000 0 0
- 0.1440 —0.2340  0.0900 0 _1
M, = 0 0.0900 —0.1800  0.0900 h (88)
0 0 0.0900 —0.2340
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Die entfernten Spalten (Spalten 1 und 6) bilden mit den dazu gehorigen Zustandsgréfien
das Eingangsmodell. Fiir die Eingangsmatrix ME gilt.

2.0000 2.1000
_ 0 0 -1
ME - 0 0 h (89)

0 0.1440

Die zyklische Eingangsmatrix M . entsteht durch Multiplikation der Eingangsmatrix ME
mit der Fourier-Matrix F.

[ —1.9200 —2.0308

_ _ 0 0 —2.5714 —-2.6324 -0.5833 —0.7217 | _;
M,=ME = 0 0 l —-0.9330 —1.6160  0.2500 —0.1443 h
0 —0.1440

[ —7.1021 —8.6584 —0.6417 —1.1403
B 0 0 0 0 »
- 0 0 0 0 h

| —0.1344 —0.2327 0.0360  —0.0208

(90)
Analog entsteht durch Multiplikation der Eingangsmatrix M M mit dem Eingangsvektor T°
der Teilvektor der konstanten Eingéinge X*(oberer Teil des T Elngangsvektors X)

—1.920 -—-2.031 —-91.017
e e 0 0 G407, | o |K
X -MT = | | Sy [ 7] c=| 0 [E W
0 —0.144 —1.008

Die Matrix G des Sinus-Generators fiir die Zykluszeit ¢, = 245 lautet

0 —i—j 0 0 0 —0.2618 0 0
2 0 0 0.2618 0 0 0
— t. — : -1
G= 0 0 0 —%—j - 0 0 0 —0.5236 h (92)
0o 0 & 0 0 0 0.5236 0

Die Koeffizientenmatrix M des Differenzialgleichungssystems entsteht durch Zusammenfii-
gen der Matrix des Geb#iudemodells M ., der Matrix des Fourier-Modells M M., der Matrix
des Sinus-Generators G sowie einer Nullmatrlx 0
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M M
w5
[ —9.100 5.000 0 0 —7.102 —8.658 —0.642 —1.140 |
0.144 —-0.234 0.090 0 0 0 0 0
0 0.090 —-0.180 0.090 0 0 0 0
M — 0 0 0.090 —-0.234 -—-0.134 -—-0.233 0.036 —0.021 Bl
= 0 0 0 0 0 —0.262 0 0
0 0 0 0 0.262 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —0.524
i 0 0 0 0 0 0 0.524 0
(93)

Der Eingangsvektor X fiir das Differenzialgleichungssystems entsteht aus dem Teileingangs-
vektor X* und einem Nullvektor O

[ —91.017 ]

Der stationére Zustand gemifi Gleichung (66)

[ 20.04
17.53
13.52

Z,- MX - 951 | ., (95)

o O OO

Die Exponentialmatrix P, fiir die Zeitspanne At = 3h gemé&fi Gleichungen (7), (8) sowie
(66)
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[ 0.0058 0.3610 0.0894 0.0108 —1.4120 —0.2607 —0.1511  0.0567

0.0104 0.6476 0.1662 0.0208 -0.3631 —0.1909 -0.0416 —0.0106

0.0026 0.1662 0.6250 0.1489 -0.0917 -0.0773  0.0059 —0.0032

P 0.0003 0.0208 0.1489 0.5149 —-0.4705 —-0.3297 0.0764 —0.0284
=3h 0 0 0 0 0.7071 —0.7071 0 0
0 0 0 0 0.7071  0.7071 0 0

0 0 0 0 0 0 0.0000 —1.0000

|0 0 0 0 0 0 1.0000  0.0000 |
(96)

Der entsprechende Exponentialvektor Vg, fiir die Zeitspanne At = 3h nach den Gleichun-
gen (7), (8) sowie (66)

[ 12.2822

3.5256

0.6884

2.2284
0

0
0
0

°C

(97)

Die Ermittlung des Einsprungspunktes fiir den zyklischen Prozess an der Stelle t = 0 sowie
t =t, = 24 h erfordert die Exponentialmatrix fiir die Zeitspanne At =t, = 24 h. Es gilt

[ 0.0010 0.0615 0.0643 0.0304 —0.6408 —1.1654 —0.0486 —0.1431 |
0.0018 0.1113 0.1164 0.0550  0.1910 -0.3589  0.0249 —0.0274
0.0019 0.1164 0.1332 0.0679  0.2559  0.0633 —0.0077  0.0029
p _ 0.0009 0.0550 0.0679 0.0375  0.2575 -—0.6124 -0.0093  0.0701
=24h 0 0 0 0 1.0000  0.0000 0 0
0 0 0 0 0.0000  1.0000 0 0
0 0 0 0 0 0 1.0000  0.0000
| 0 0 0 0 0 0 0.0000  1.0000 |
(98)

Aus den Gleichungen (70) und (71) folgt der Zustand fiir den Einsprung in die rekursive
Berechnung des zyklischen Prozesses.
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IS+(

E-P

=24h)

Y,

-1

U

:24h10 ]

19.3999
17.8379
13.8693
9.8070

1

0

1

0

Mit den Beziehungen (72) und (73) sind die zeitlichen Verldufe von Raumtemperatur 7},
und den drei Temperaturen der Wandschichten Ty, T5, T3 rekursiv ermittelbar. Die Tem-

peraturen der Heizungsoberfléiche und der Umgebung folgen aus Gleichung (62).

24

(100)

t 0 3 6 9 12 15 18 21 24 h
T, | 36.84 | 35.60 | 37.95 | 40.68 | 41.99 | 42.96 | 43.22 | 40.76 | 36.84 | °C'
T, |19.40 | 18.62 | 18.87 | 19.74 | 20.58 | 21.18 | 21.30 | 20.62 | 19.40 | °C
Ty | 17.84 | 17.38 | 17.05 | 17.04 | 17.28 | 17.63 | 17.96 | 18.08 | 17.84 | °C
T, | 13.87 | 13.75 | 13.48 | 13.23 | 13.16 | 13.30 | 13.57 | 13.80 | 13.87 | °C
T5 | 981 931 | 885 | 875| 9.19| 9.83]10.18 | 10.12| 9.81 | °C
T,| 632 534 | 513| 6.37| 818 | 895| 837 | 7.34| 6.32|°C
Die Tabellenwerte (100) sind in Abbildung 3 als zeitliche Temperaturverldufe grafisch dar-
gestellt.
50
45
&
.E ™ —~Raum
o Wandschicht1
E‘ 30 —Wandschicht2
© —Wandschicht3
25 —Umgebung
20
15
10
5 \/’/\
0
0 3 6 9 72 15 18 21
Uhrzeitin h

Abbildung 3: Zeitliche Verlidufe der zustandsbeschreibenden Temperaturen

Erwartungsgeméifl stimmen die Endwerte bei t = 24 h mit den Startwerten bei ¢t = 0

iiberein!
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6 Zusammenfassung und Awusblick

Im vorliegenden Artikel sind die Grundziige der stationéiren und dynamischen Gebéude-
simulation auf Basis der Allgemeinen Netztheorie dargestellt. Besonderes Augenmerk gilt
zyklischen Temperatur- und Strahlungsverlédufen innerhalb von Referenzzeitriumen. Sémt-
liche mathematischen Modelle basieren fast ausnahmslos auf linearen algebraischen Glei-
chungen sowie linearen Differenzialgleichungen und erfordern keine Iterationen. Die Expo-
nentialfunktion als Losung von linearen Differentialgleichungen spielt eine entscheidende
Rolle, da sie u.a. die Sinus- und Cosinusfunktion miteinschlief3t.

Die vorgestellten Modelle gestatten die Beriicksichtigung physikalischer Phiéinomene wie
Konduktion, Konvektion, innere Wiarmequellen und -senken, thermische Strahlung sowie
thermische Energiespeicherung.

Das Modell fiir die stationéire Simulation beliebiger Geb#dudestrukturen erfordert vier
leicht parametrierbare Basis-Matrizen mit dazu gehorigen Vektoren. Diese Matrizen gestat-
ten mit den iiblichen Matrizenoperationen die Generierung eines lineares Gleichungssystems
mit eindeutigen Losungen. Fiir das Modell zur dynamischen Simulation sind drei weitere
ebenfalls leicht zu parametrierende Matrizen erforderlich. Diese Matrizen sind ebenfalls mit
yklassischenMatrizenoperationen iterationslos zu Losungsgleichungen verarbeitbar. Diese
Modelle werden an iiberschaubaren Beispielen demonstriert.

Die Moglichkeiten der vorgestellten Modelle sind nicht ausgeschopft. Folgende Erweite-
rungen sind realisierbar:

- thermische und hydraulische Eigenschaften eines Heizungssystems

- Regelungs- und Steuerungssysteme

- Wérmeriickgewinnung durch Rekuperatoren (Fortluft/Frischluft)

- Temperaurprofile von Heizkorpern

- Wirmepumpen

Die Anwendung der vorgestellten Modelle ist nur mit Computern moglich. Moderne
PCs mit Standardsoftware sind vollig ausreichend.
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7 Formelzeichen

7.1 Skalare

SIS S m@.@ﬁg.g b.‘\yyw?v%.@-m.pﬁﬁg
~

W armeitibergangskoef fizient
spez. Warmekapzitait
Fourier — Konstante
Zeitdif ferenz
Enthalpiestrom

Zahlindex

tmaginare Einheit
Warmedurchgangskoef fizient
Anzahl thermischer Knoten
W armeleitkoef fizient
FEigenwert

Anzahl Kopplungen
thermischer Leitwert
Masse

Massestrom

Grad der Winkel funktion
Zahl der Messpunkte
Warmestrom

Schichtdicke

Fourier — Konstante

Zeit

Temperatur

Anzahl Zeitschritte

7.2 Vektoren

IS IN N |< 4 |< |- 1M 120D Q-1 163

FEingangsvektor

Vektor der Warmekapazititen
Vektor der Warmekapazitatsstrome
Vektor der externen Warmestrome
Vektor der internen Warmestrome
Temperaturvektor
Enthalpiestromuvektor
Exponentialvektor

FEingangsvektor

Vektor der Winkel funktionen
Zustandsvektor

reduzierter Zustandsvektor
Nullvektor
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7.3 Matrizen

1o ||gllicimalive]|ig]|Z 2] e = QI I o

n
i~

Matrixz der Kapazitat

Matrix der Kapazitatsstrome
Einheitsmatrix

Matrix der Fourierkoef fizienten
Matrix des Sinus — Generators
Kopplungsmatrix

Matriz der thermischen Leitwerte
Matriz der Eigenwerte

Matriz der Eigenwerte

Koef fizientenmatrixz, Modellmatrix
U bertragungsmatrix
Exponentialmatriz
Strukturmatriz

Matriz der Eigenvektoren

Matriz der Frequenzeingange
Matrixz der Winkel funktionen
Nullmatriz

Indizes

Ausgang
Eingang
Quelle
stationar, Senke
Teil...
konduktiv
konvektiv
DGLS
Eingang
Generator
Modell
revers
thermisch
Zeit
unbekannt
Umgebung
vorgegeben
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