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Zusammenfassung

In diesem Artikel wird ein neues Approximationsverfahren für die Temperaturen
in einem Gegenstrom-Wärmetauscher entwickelt. Die mathematische Modellierung
führt auf ein Anfangs- und Randwertproblem für ein hyperbolisches System par-
tieller Differentialgleichungen zur Beschreibung des zeitlichen und räumlichen Ver-
laufs der Temperaturen im Wärmetauscher. Mit Hilfe des Banachschen Fixpunkt-
satzes können die Existenz und die Eindeutigkeit von verallgemeinerten Lösungen
für das Anfangs- und Randwertproblem bewiesen werden. Diese verallgemeinerten
Lösungen sind die Lösungen eines Systems von Integralgleichungen, welches bei der
Anwendung der Methode der Charakteristiken auftritt. Das Approximationsverfah-
ren basiert auf der numerischen Lösung dieses Systems von Integralgleichungen. Zur
Validierung des Verfahrens wird eine klassische Lösung des Anfangs- und Randwert-
problems für einen Spezialfall als Benchmark Lösung konstruiert. Um das Verfahren
mit einer alternativen Methode zu vergleichen, wird weiterhin eine Linienmethode
entwickelt, die auf einer Semi-Diskretisierung der Ortsvariablen basiert. In einem
numerischen Beispiel wird die approximative Lösung des neuen Verfahrens vergli-
chen mit der Benchmark Lösung und der Lösung der Linienmethode.

Schlüsselwörter

Partielle Differentialgleichung, Hyperbolisches System, Anfangs- und Randwert-
problem, Gegenstrom-Wärmetauscher, System von Integralgleichungen, Approxi-
mation, Benchmark Lösung, Linienmethode
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1 Einleitung

1.1 Wärmetauscher

Wärmetauscher übertragen thermische Energie (Wärme) von einem fließenden Fluid auf
ein anderes fließendes Fluid. Beide Fluide sind getrennt durch eine Trennwand, und somit
findet der Wärmeaustausch durch diese Trennwand statt. Die versorgende Seite mit dem
wärmeren Fluid heißt Primärseite und die aufnehmende Seite mit dem kühleren Fluid
heißt Sekundärseite. In diesem Artikel wird ein Gegenstrom-Wärmetauscher betrachtet,
hierbei fließen die beiden Fluide in entgegengesetzte Richtung. Mögliche Realisierungen
sind z.B. Doppelrohr-Wärmetauscher und Plattenwärmetauscher.

Plattenwärmetauscher werden in der Heizungstechnik oft zur Warmwasserbereitung
eingesetzt. Dabei geschieht die Erwärmung des Nutzwassers sowohl auf direktem Weg
als auch durch Laden von Schichtenladespeichern, die das Nutzwasser enthalten. Eine
Alternative zu den Schichtenladespeichern bieten Rohrwendelspeicher. Bei einem Rohr-
wendelspeicher findet der Wärmetausch durch eine Rohrwendel im Inneren des Speichers
statt und somit kann ein Rohrwendelspeicher als Doppelrohr-Gegenstrom-Wärmetauscher
betrachtet werden. Die Untersuchung des dynamischen Verhaltens eines Gegenstrom-
Wärmetauschers ist daher von großem Interesse für die modellbasierte Entwicklung von
Regelungsmethoden in der Heizungstechnik.

1.2 Anfangs- und Randwertproblem

Wir betrachten einen Gegenstrom-Wärmetauscher der Länge L. Die Temperaturen im
Punkt x zur Zeit t auf der Primärseite und auf der Sekundärseite bezeichnen wir mit
ϑ1(x, t) und ϑ2(x, t). Beginnend zum Anfangszeitpunkt t = 0 tritt auf der Primärseite im
Punkt x = 0 das wärmere Fluid mit der dynamischen Eintrittstemperatur ϑ1,in(t) und
der konstanten Geschwindigkeit v1 in den Wärmetauscher ein, gibt Wärme an das Fluid
auf der Sekundärseite ab, und tritt an der Stelle x = L wieder aus dem Wärmetauscher
aus. Auf der Sekundärseite tritt im Punkt x = L das kältere Fluid mit der dynamischen
Eintrittstemperatur ϑ2,in(t) und der konstanten Geschwindigkeit v2 in den Wärmetauscher
ein, nimmt Wärme von der Primärseite auf und verlässt an der Stelle x = 0 den Wärme-
tauscher wieder.

Vernachlässigt man Diffusionseffekte und thermische Verluste nach außen, so liefert
eine Energiebilanz mit einem linearen Wärmeübertragungsmodell das folgende Anfangs-
und Randwertproblem für die Temperaturen im Wärmetauscher:

∂ϑ1(x, t)

∂t
= −v1

∂ϑ1(x, t)

∂x
− ϑ1(x, t)− ϑ2(x, t)

T1

, (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ] (1)

∂ϑ2(x, t)

∂t
= v2

∂ϑ2(x, t)

∂x
+

ϑ1(x, t)− ϑ2(x, t)

T2

, (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ] (2)

ϑ1(x, 0) = ϑ1,0(x) , x ∈ [0, L] (3)

ϑ2(x, 0) = ϑ2,0(x) , x ∈ [0, L] (4)

ϑ1(0, t) = ϑ1,in(t) , t ∈ (0, T ] (5)

ϑ2(L, t) = ϑ2,in(t) , t ∈ (0, T ] (6)

Hierbei sind ϑ1,0, ϑ2,0 gegebene stetige Anfangswerte auf der Primär- und Sekundärseite,
die Werte T1, T2 sind Zeitkonstanten und T ist die Beobachtungszeit des Prozesses.

Das PDE System (1) + (2) ist ein hyperbolisches System [1, 2, 3] und daher ist die
Existenz klassischer Lösungen [3, 4] des Anfangs- und Randwertproblems abhängig von
den Anfangswerten und den Eintrittstemperaturen.
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1.3 Aus der Literatur bekannte Methoden

Da das Anfangs- und Randwertproblem (1) - (6) im allgemeinen Fall keine klassische
Lösung besitzt, werden in vielen Anwendungen numerische Methoden verwendet, um
Näherungslösungen zu erhalten.

Jaswon und Smith [5] konstruieren Approximationen mit Reihen modifizierter Bessel
Funktionen [6]. Zavala-Rio und Santiesteban-Cos [7, 8] sowie Huhtala und Paunonen [9]
nutzen Halbgruppentheorie [3, 4]. Gvozdenac [10, 11] verwendet die Laplace Transforma-
tion und erhält ebenfalls Reihen von modifizierten Bessel Funktionen. Die Anwendung
der inversen Laplace Transformation führt auf eine Fredholmsche Integralgleichung zwei-
ter Art und wird numerisch behandelt mit einer Kollokationsmethode [12, 13]. Kreuzinger,
Bitzer und Marquardt [14] verwenden eine Linienmethode [15]. Verschiedene räumliche
Diskretisierungen höherer Ordnung werden betrachtet und zur Integration des resultie-
renden DGL Systems wird ein Standard Solver verwendet. Nash, Badithela und Jain
[16] betrachten einen Rohrwendelspeicher, der als Gegenstrom-Wärmetauscher angesehen
werden kann. Der Speicher wird diskretisiert und in jedem finiten Teilvolumen werden
Energieerhaltungsmethoden [17, 18] verwendet, um ein DGL System zu erhalten (Finite
Volumen Methode). Das DGL System wird dann mit einem Finite Differenzen Schema in
Verbindung mit einer Temperatur Inversions-Korrektur-Methode [19] behandelt. Wagner,
Meurer und Kugi [20] behandeln den Fall linearer und nichtlinearer Wärmeübertragung
mit Potenzreihenansätzen und einer geeigneten Gebietszerlegung.

1.4 Das neue Verfahren

Der Entladeprozess in einem Warmwasserspeicher kann mit Hilfe eines in [21] entwickelten
Approximationsverfahrens mit geringen numerischen Kosten beschrieben werden. Dieses
Verfahren kann auf den Ladeprozess in einem Schichtenladespeicher übertragen werden. Es
kann jedoch nicht auf den Ladeprozess in einem Rohrwendelspeicher angewendet werden,
denn hier findet die Wärmeübertragung durch Wärmetausch und nicht durch Konvek-
tion statt. Da der Rohrwendelspeicher im Ladeprozess als Gegenstrom-Wärmetauscher
betrachtet werden kann, wird in dieser Arbeit ein Approximationsverfahren für die Tem-
peraturen in einem Gegenstrom-Wärmetauscher entwickelt.

In [22] wurde eine verallgemeinerte Formulierung des Anfangs- und Randwertproblems
(1) - (6) in Form eines Systems von Integralgleichungen entwickelt. Hierbei sind Lösungen
stetige Funktionen. Da das zugrunde liegende mathematische Modell keine Diffusionster-
me enthält, kann von den Lösungen im allgemeinen Fall keine Glattheit erwartet werden
und daher erscheint die verallgemeinerte Formulierung dem Problem besser angepasst.
Durch die Definition eines geeigneten Integral-Operators und eines geeigneten Banach-
raumes, können Existenz und Eindeutigkeit verallgemeinerter Lösungen mit Hilfe des
Banachschen Fixpunktsatzes bewiesen werden.

Die zugehörige Picard Iteration liefert zwar ein Verfahren zur numerischen Berechnung
der Lösung, welches jedoch aufgrund sehr hoher numerischer Kosten für praktische Be-
rechnungen nicht geeignet ist. Daher wird in dieser Arbeit ein Approximationsverfahren
mit geringeren numerischen Kosten entwickelt. Zur Validierung des Approximationsver-
fahrens wird eine klassische Lösung des Anfangs- und Randwertproblems (1) – (6) für
einen Spezialfall als Benchmark Lösung konstruiert [23]. Zum Vergleich der approxima-
tiven Lösung des neuen Verfahrens mit einer alternativen Methode wird weiterhin eine
Linienmethode (Method of Lines - MOL, [15]) entwickelt. Diese Methode basiert auf
einer Semi-Diskretisierung der Ortsvariablen. In einem numerischen Beispiel wird die ap-
proximative Lösung des neuen Verfahrens verglichen mit der Benchmark Lösung und der
Lösung der Linienmethode.
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2 Klassische und verallgemeinerte Lösungen

2.1 Klassische Lösungen

Jede stetig partiell differenzierbare Funktion ϑ = (ϑ1, ϑ2)
T die das PDE System (1) + (2)

im klassischen Sinne löst und die Anfangs- und Randbedingungen (3) - (6) erfüllt, heißt
klassische Lösung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6). Mit Standardtechniken
können die folgenden beiden Sätze bewiesen werden:

Satz 1. Das Anfangs- und Randwertproblem (1) - (6) besitzt höchstens eine klassische
Lösung.

Satz 2. (Kompatibilitätsbedingungen) Eine klassische Lösung von (1) - (6) kann nur
existieren, wenn die Anfangswerte und Eintrittstemperaturen die folgenden Kompatibi-
litätsbedingungen erfüllen:

ϑ1,0(0) = ϑ1,in(0) (7)

ϑ2,0(L) = ϑ2,in(0) (8)

dϑ1,in(0)

dt
+ v1

dϑ1,0(0)

dx
=

ϑ2,0(0)− ϑ1,0(0)

T1

(9)

dϑ2,in(0)

dt
− v2

dϑ2,0(L)

dx
=

ϑ1,0(L)− ϑ2,0(L)

T2

(10)

2.2 Charakteristiken

Das PDE System (1) + (2) kann geschrieben werden in der Form:

∂

∂t

(
ϑ1

ϑ2

)
+

(
v1 0

0 −v2

)
∂

∂x

(
ϑ1

ϑ2

)
=

( −T−1
1 T−1

1

T−1
2 −T−1

2

)(
ϑ1

ϑ2

)
(11)

Die Systemmatrix ist eine Diagonalmatrix und die Eigenwerte sind gegeben durch:

λ1 = v1 > 0 , λ2 = −v2 < 0 (12)

Also ist das PDE System (1) + (2) ein hyperbolisches System in Normaldarstellung. Die
Anfangs- und Randbedingungen (3) - (6) liefern Cauchy Daten auf der Kurve:

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 (13)

mit:
Γ1 = {0} × (0, T ] , Γ2 = [0, L]× {0} , Γ3 = {L} × (0, T ] (14)

Die charakteristischen Gleichungen

∂xi(ξi, τ)

∂τ
= λi , i = 1, 2 (15)

und die Anfangsbedingungen xi(ξi, 0) = ξi liefern:

xi(ξi, τ) = ξi + λiτ , i = 1, 2 (16)

Für jedes x ∈ (0, L) und genügend kleine Werte von t existiert genau ein ξi(x, t) so, dass
die Charakteristik

τ 7→
(
xi(ξi(x, t), τ)

τ

)
=

(
ξi(x, t) + λiτ

τ

)
(17)
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auf Γ2 startet und durch den Punkt (x, t) geht. Wegen

xi(ξi(x, t), t) = x ⇔ ξi(x, t) + λit = x (18)

ist dieser Wert:
ξi(x, t) = x− λit (19)

und die Charakteristik zu λi ist gegeben durch:

τ 7→
(
x− λit+ λiτ

τ

)
=

(
x− λi(t− τ)

τ

)
(20)

Der Punkt

Pi(x, t) =

(
ξi(x, t)

0

)
=

(
x− λit

0

)
(21)

ist dann der Startpunkt dieser Charakteristik auf Γ2.
Für wachsende Werte von t verlässt ξi(x, t) = x − λit das Intervall [0, L] und somit

verlässt der Startpunkt der Charakteristik die Kurve Γ2. Wegen λ1 = v1 > 0 verlässt
ξ1(x, t) das Intervall zur linken Seite und der Zeitpunkt, an dem ξ1(x, t) das Intervall
verlässt, ist:

τ1(x) =
x

v1
(22)

Für t > τ1(x) ist der Startpunkt

Q1(x, t) =

(
0

t− τ1(x)

)
(23)

der Charakteristik zu λ1 dann auf der Kurve Γ1. Wegen λ2 = −v2 < 0 verlässt der Punkt
ξ2(x, t) das Intervall zur rechten Seite und der Zeitpunkt, an dem ξ2(x, t) das Intervall
verlässt, ist:

τ2(x) =
L− x

v2
(24)

Für t > τ2(x) ist der Startpunkt

Q2(x, t) =

(
L

t− τ2(x)

)
(25)

der Charakteristik zu λ2 dann auf der Kurve Γ3.

2.3 Darstellung klassischer Lösungen

Ist ϑ eine klassische Lösung des PDE Systems (1) + (2), so erhalten wir entlang der
Charakteristik (20) für die Komponenten:

∂

∂τ
ϑi(x− λi(t− τ), τ) = λi

∂ϑi(x− λi(t− τ), τ)

∂x
+

∂ϑi(x− λi(t− τ), τ)

∂τ
(26)

Da ϑ eine klassische Lösung von (1) + (2) ist, folgt:

λi
∂ϑi(x, t)

∂x
+

∂ϑi(x, t)

∂t
=

ϑj(x, t)− ϑi(x, t)

Ti

(27)

und somit:

∂

∂τ
ϑi(x− λi(t− τ), τ) =

ϑj(x− λi(t− τ), τ)− ϑi(x− λi(t− τ), τ)

Ti

,

i, j = 1, 2 , i ̸= j (28)
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Wegen λ1 ̸= λ2 führt das System (28) nicht zu einem geschlossenen DGL System und
somit liefert die Methode der Charakteristiken keine Lösung. Jedoch liefert die Integra-
tion entlang der Charakteristiken ein System von Integralgleichungen, das zur Definition
verallgemeinerter Lösungen führt. Für die spätere Konvergenzanalalyse stellt es sich als
geeignet heraus, ϑi mit einer Exponentialfunktion zu multiplizieren.

Sei nun ϑ eine klassische Lösung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6). Entlang
der Charakteristik (20) erhalten wir für die Komponenten:

∂

∂τ
e
− t−τ

Ti ϑi(x− λi(t− τ), τ) =
1

Ti

e
− t−τ

Ti ϑi(x− λi(t− τ), τ)

+ e
− t−τ

Ti
∂

∂τ
ϑi(x− λi(t− τ), τ) (29)

Mit (28) folgt:

∂

∂τ
e
− t−τ

Ti ϑi(x− λi(t− τ), τ) = e
− t−τ

Ti

(
ϑj(x− λi(t− τ), τ)− ϑi(x− λi(t− τ), τ)

Ti

)
+

1

Ti

e
− t−τ

Ti ϑi(x− λi(t− τ), τ) (30)

und somit:

∂

∂τ
e
− t−τ

Ti ϑi(x− λi(t− τ), τ) =
1

Ti

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) ,

i, j = 1, 2 , i ̸= j (31)

Integration liefert für t ≤ τi(x):

ϑi(x, t)− e
− t

Ti ϑi(x− λit, 0) =

∫ t

0

∂

∂τ
e
− t−τ

Ti ϑi(x− λi(t− τ), τ) dτ

=
1

Ti

∫ t

0

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ , i, j = 1, 2 , i ̸= j (32)

Da ϑ die Anfangsbedingungen (3) + (4) erfüllt, gilt ϑi(x−λit, 0) = ϑi,0(x−λit) und somit
erhalten wir für t ≤ τi(x) die Darstellung:

ϑi(x, t) = e
− t

Ti ϑi,0(x− λit) +
1

Ti

∫ t

0

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ ,

i, j = 1, 2 , i ̸= j (33)

Für t > τi(x) starten die Charakteristiken in (23) und (25). Die Integration von (31) muss
daher von t− τi(x) bis t durchgeführt werden. Wir erhalten:

ϑi(x, t)− e
− τi(x)

Ti ϑi(x− λiτi(x), t− τi(x))

=

∫ t

t−τi(x)

∂

∂τ
e
− t−τ

Ti ϑi(x− λi(t− τ), τ) dτ

=
1

Ti

∫ t

t−τi(x)

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ , i, j = 1, 2 , i ̸= j (34)

Mit (12), (22) und (24) folgt:

x− λiτi(x) =

{
0 , i = 1

L , i = 2
(35)
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Da ϑ die Randbedingungen (5) und (6) erfüllt, folgt weiter:

ϑi(x− λiτi(x), t− τi(x)) = ϑi,in(t− τi(x)) , 1 = 1, 2 (36)

und somit erhalten wir für t > τi(x) die Darstellung:

ϑi(x, t) = e
− τi(x)

Ti ϑi,in(t− τi(x)) +
1

Ti

∫ t

t−τi(x)

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ ,

i, j = 1, 2 , i ̸= j (37)

Definition 1. Sei 1M die Indikatorfunktion der Menge M . Für jede stetige Funktion
ϑ : [0, L]× [0, T ] → R2 definieren wir die Funktion Fϑ : [0, L]× [0, T ] → R2 durch:

(Fϑ)i(x, t) = 1[0 , τi(x)](t)

(
e
− t

Ti ϑi,0(x− λit) +
1

Ti

∫ t

0

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ

)
+1(τi(x) , T ](t)

1

Ti

∫ t

t−τi(x)

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ

+1(τi(x) , T ](t) e
− τi(x)

Ti ϑi,in(t− τi(x)) , i, j = 1, 2 , i ̸= j (38)

Satz 3. Jede klassische Lösung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) ist eine
Lösung der Integralgleichung Fϑ = ϑ.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der eben durchgeführten Analyse.

2.4 Verallgemeinerte Lösungen

Von Satz 3 wissen wir, dass jede klassische Lösung von (1) - (6) auch eine Lösung der
Integralgleichung Fϑ = ϑ ist. Eine Lösung der Integralgleichung Fϑ = ϑ muss aber
nicht differenzierbar sein. Sind die Kompatibilitätsbedingungen (7) + (8) erfüllt, so ist
Fϑ stetig.

Satz 4. Es seien die Kompatibilitätsbedingungen (7) + (8) erfüllt. Dann existiert genau
eine Lösung ϑ ∈ C ([0, L]× [0, T ],R2) der Fixpunktgleichung Fϑ = ϑ.

Beweis. Die Menge X = C ([0, L]× [0, T ],R2) ausgestattet mit der Norm

∥ϑ∥∞ = max {∥ϑ1∥∞ , ∥ϑ2∥∞} (39)

bildet einen Banachraum. Da die Bedingungen (7) + (8) erfüllt sind, ist für jedes ϑ ∈ X
auch Fϑ ∈ X. Also ist der Operator F : ϑ 7→ Fϑ eine Selbstabbildung X → X. Seien
ϑ, φ ∈ X. Durch Standardabschätzungen und Auswertung der Integrale erhält man:

∥(Fϑ)i − (Fφ)i∥∞ ≤ ∥ϑ− φ∥∞ max
x∈[0,L]

(
1− e

− τi(x)

Ti

)
, i = 1, 2 (40)

Mit (22) und (24) folgt:

max
x∈[0,L]

τi(x) =
L

vi
, i = 1, 2 (41)

und dies führt zu:

∥(Fϑ)i − (Fφ)i∥∞ ≤ ∥ϑ− φ∥∞
(
1− e

− L
viTi

)
, i = 1, 2 (42)

Mit
q = max

{(
1− e

− L
v1T1

)
,
(
1− e

− L
v2T2

)}
(43)

erhalten wir ∥Fϑ−Fφ∥∞ ≤ q ∥ϑ−φ∥∞. Wegen |q| < 1 ist F ein kontrahierender Operator
auf X und mit dem Banachschen Fixpunktsatz folgt die Behauptung.
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Seien nun ϑi,0 und ϑi,in stetig differenzierbar und es seien die Kompatibilitätsbeding-
ungen (7) - (10) erfüllt. Für jeden Startwert in X konvergiert die Folge der Picard Iterier-
ten bezüglich der Norm ∥ · ∥∞ und somit gleichmäßig gegen die eindeutige Lösung ϑ aus

dem Satz. Setzen wir ϑ
[0]
i = 0 für i = 1, 2, so sind die Iterierten ϑ

[1]
i stetig partiell differen-

zierbar. Durch Induktion folgt nun, dass alle ϑ[k] für k ≥ 1 stetig partiell differenzierbar
sind und die Folgen der partiellen Ableitungen gleichmäßig konvergieren. Hieraus folgt,
dass ϑ stetig partiell differenzierbar ist. Mit (38) erhält man dann, dass ϑ eine klassische
Lösung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) ist.

Dies bedeutet, dass die Fixpunktgleichung Fϑ = ϑ äquivalent zum Anfangs- und
Randwertproblem (1) - (6) ist, wenn die Anfangs- und Randwerte stetig differenzierbar
sind und die Kompatibilitätsbedingungen (7) - (10) erfüllt sind. Für die Existenz und Ein-
deutigkeit der Fixpunktgleichung Fϑ = ϑ werden aber nur die Stetigkeit der Anfangs- und
Randwerte und nur (7) + (8) gefordert. Daher heißen Lösungen der Fixpunktgleichung
Fϑ = ϑ verallgemeinerte Lösungen des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6).

2.5 Picard Iteration

Ist ϑ die eindeutig bestimmte stetige Lösung der Fixpunktgleichung Fϑ = ϑ aus Satz 4,
so konvergiert für jedes ϑ[0] ∈ C ([0, L]× [0, T ],R2) die Folge der Picard Iterierten

ϑ[k+1] = Fϑ[k] , k ∈ N0 (44)

in C ([0, L]× [0, T ],R2) gegen die eindeutige Lösung ϑ aus Satz 4. Für die Komponenten
von ϑ[k+1] erhalten wir mit (38) die Darstellungen:

ϑ
[k+1]
1 (x, t) = 1[

0 , x
v1

](t) e− t
T1 ϑ1,0(x− v1t)

+1[
0 , x

v1

](t) 1

T1

∫ t

0

e
− t−τ

T1 ϑ
[k]
2 (x− v1(t− τ), τ) dτ

+1(
x
v1

, T
](t) 1

T1

∫ t

t− x
v1

e
− t−τ

T1 ϑ
[k]
2 (x− v1(t− τ), τ) dτ

+1(
x
v1

, T
](t) e− x

v1T1 ϑ1,in

(
t− x

v1

)
(45)

und:

ϑ
[k+1]
2 (x, t) = 1[

0 , L−x
v2

](t) e− t
T2 ϑ2,0(x+ v2t)

+1[
0 , L−x

v2

](t) 1

T2

∫ t

0

e
− t−τ

T2 ϑ
[k]
1 (x+ v2(t− τ), τ) dτ

+1(
L−x
v2

, T
](t) 1

T2

∫ t

t−L−x
v2

e
− t−τ

T2 ϑ
[k]
1 (x+ v2(t− τ), τ) dτ

+1(
L−x
v2

, T
](t) e− L−x

v2T2 ϑ2,in

(
t− L− x

v2

)
(46)

Auswertung von ϑ
[k+1]
2 (x− v1(t− τ), τ) und einsetzen in (45) liefert für ϑ

[k+2]
1 (x, t) einen

Ausdruck mit 10 Summanden. Aus einem Term für ϑ
[0]
1 (x, t) werden 10 Terme für ϑ

[2]
1 (x, t).

Diese Vervielfachung setzt sich entsprechend mit jedem Iterationsschritt fort. Hinzu kommt
die Komplexität der auftretenden Mehrfachintegrale, welche die numerischen Kosten der
Berechnung noch mehr erhöht. Das gleiche gilt für die Komponente ϑ

[k]
2 (x, t). Daher ist

die Berechnung der Picard Iterierten für eine hohe Anzahl von Iterationsschritten mit
sehr hohen numerischen Kosten verbunden.

10
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3 Approximationsverfahren

3.1 Motivation

Mit der Picard Iteration steht grundsätzlich ein numerisches Verfahren zur Bestimmung
von Approximationen für die eindeutige Lösung der Gleichung Fϑ = ϑ aus Satz 4 zur
Verfügung. Wie bereits angesprochen, ist die Berechnung der Picard Iterierten mit sehr
hohen numerischen Kosten verbunden, insbesondere für eine große Anzahl von Iterati-
onsschritten. Wir werden daher hier ein alternatives Verfahren zur Lösung der Gleichung
Fϑ = ϑ entwickeln, welches mit geringeren numerischen Kosten verbunden ist.

3.2 Lineare Spline-Interpolation

Es sei ϑ die eindeutig bestimmte Lösung der Integralgleichung Fϑ = ϑ, d.h. für i, j = 1, 2
mit i ̸= j gelte:

ϑi(x, t) = 1[0 , τi(x)](t) e
− t

Ti ϑi,0(x− λit) + 1(τi(x) , T ](t) e
− τi(x)

Ti ϑi,in(t− τi(x))

+1[0 , τi(x)](t)
1

Ti

∫ t

0

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ

+1(τi(x) , T ](t)
1

Ti

∫ t

t−τi(x)

e
− t−τ

Ti ϑj(x− λi(t− τ), τ) dτ (47)

Nun seien N1, N2 ∈ N. Wir setzen:

h1 =
L

N1

, h2 =
T

N2

(48)

und betrachten die linearen Splines s1,m1 , s2,m2 : R → R ,

s1,m1(x) = 1[(m1−1)h1 , (m1+1)h1](x) (1− |xN1 −m1|) , m1 ∈ {0, . . . , N1} (49)

s2,m2(t) = 1[(m2−1)h2 , (m2+1)h2](t) (1− |tN2 −m2|) , m2 ∈ {0, . . . , N2} (50)

sowie die linearen Spline-Interpolierenden:

φsp,i(x, t) =

N1∑
m1=0

N2∑
m2=0

ϑi(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) , i = 1, 2 (51)

Mit den Anfangsbedingungen folgt:

φsp,i(x, t) =

N1∑
m1=0

ϑi,0(m1h1) s1,m1(x) s2,0(t)

+

N1∑
m1=0

N2∑
m2=1

ϑi(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) , i = 1, 2 (52)

Für die Komponenten erhalten wir mit den Randbedingungen:

φsp,1(x, t) =

N1∑
m1=0

ϑ1,0(m1h1) s1,m1(x) s2,0(t) +

N2∑
m2=1

ϑ1,in(m2h2) s1,0(x) s2,m2(t)

+

N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

ϑ1(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) (53)

11
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und:

φsp,2(x, t) =

N1∑
m1=0

ϑ2,0(m1h1) s1,m1(x) s2,0(t) +

N2∑
m2=1

ϑ2,in(m2h2) s1,N1(x) s2,m2(t)

+

N1−1∑
m1=0

N2∑
m2=1

ϑ2(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) (54)

bzw.:

φsp,1(x, t) = f1(x, t) +

N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

ϑ1(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) (55)

φsp,2(x, t) = f2(x, t) +

N1−1∑
m1=0

N2∑
m2=1

ϑ2(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) (56)

mit:

f1(x, t) =

N1∑
m1=0

ϑ1,0(m1h1) s1,m1(x) s2,0(t) +

N2∑
m2=1

ϑ1,in(m2h2) s1,0(x) s2,m2(t) (57)

f2(x, t) =

N1∑
m1=0

ϑ2,0(m1h1) s1,m1(x) s2,0(t) +

N2∑
m2=1

ϑ2,in(m2h2) s1,N1(x) s2,m2(t) (58)

3.3 Gleichungssystem

Einsetzen der Spline-Interpolierenden (55) + (56) für die Integranden in (47) liefert:

ϑi(x, t) ≈ 1[0 , τi(x)](t) e
− t

Ti ϑi,0(x− λit) + 1(τi(x) , T ](t) e
− τi(x)

Ti ϑi,in(t− τi(x))

+1[0 , τi(x)](t)
1

Ti

∫ t

0

e
− t−τ

Ti φsp,j(x− λi(t− τ), τ) dτ

+1(τi(x) , T ](t)
1

Ti

∫ t

t−τi(x)

e
− t−τ

Ti φsp,j(x− λi(t− τ), τ) dτ ,

i, j = 1, 2 , i ̸= j (59)

bzw.:

ϑ1(x, t)

≈ 1[0 , τ1(x)](t) e
− t

T1 ϑ1,0(x− λ1t) + 1(τ1(x) , T ](t) e
− τ1(x)

T1 ϑ1,in(t− τ1(x))

+1[0 , τ1(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T1

T1

f2(x− λ1(t− τ), τ) dτ

+1(τ1(x) , T ](t)

∫ t

t−τ1(x)

e
− t−τ

T1

T1

f2(x− λ1(t− τ), τ) dτ

+

N1−1∑
m1=0

N2∑
m2=1

ϑ2(m1h1,m2h2)

(
1[0 , τ1(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T1

T1

s1,m1(x− λ1(t− τ)) s2,m2(τ) dτ

+1(τ1(x) , T ](t)

∫ t

t−τ1(x)

e
− t−τ

T1

T1

s1,m1(x− λ1(t− τ)) s2,m2(τ) dτ

)
(60)

12
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und:

ϑ2(x, t)

≈ 1[0 , τ2(x)](t) e
− t

T2 ϑ2,0(x− λ2t) + 1(τ2(x) , T ](t) e
− τ2(x)

T2 ϑ2,in(t− τ2(x))

+1[0 , τ2(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T2

T2

f1(x− λ2(t− τ), τ) dτ

+1(τ2(x) , T ](t)

∫ t

t−τ2(x)

e
− t−τ

T2

T2

f1(x− λ2(t− τ), τ) dτ

+

N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

ϑ1(m1h1,m2h2)

(
1[0 , τ2(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T2

T2

s1,m1(x− λ2(t− τ)) s2,m2(τ) dτ

+1(τ2(x) , T ](t)

∫ t

t−τ2(x)

e
− t−τ

T2

T2

s1,m1(x− λ2(t− τ)) s2,m2(τ) dτ

)
(61)

Mit:

b1(x, t,m1,m2) = 1[0 , τ1(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T1

T1

s1,m1(x− λ1(t− τ)) s2,m2(τ) dτ

+1(τ1(x) , T ](t)

∫ t

t−τ1(x)

e
− t−τ

T1

T1

s1,m1(x− λ1(t− τ)) s2,m2(τ) dτ (62)

b2(x, t,m1,m2) = 1[0 , τ2(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T2

T2

s1,m1(x− λ2(t− τ)) s2,m2(τ) dτ

+1(τ2(x) , T ](t)

∫ t

t−τ2(x)

e
− t−τ

T2

T2

s1,m1(x− λ2(t− τ)) s2,m2(τ) dτ (63)

g1(x, t) = 1[0 , τ1(x)](t) e
− t

T1 ϑ1,0(x− λ1t) + 1(τ1(x) , T ](t) e
− τ1(x)

T1 ϑ1,in(t− τ1(x))

+1[0 , τ1(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T1

T1

f2(x− λ1(t− τ), τ) dτ

+1(τ1(x) , T ](t)

∫ t

t−τ1(x)

e
− t−τ

T1

T1

f2(x− λ1(t− τ), τ) dτ (64)

g2(x, t) = 1[0 , τ2(x)](t) e
− t

T2 ϑ2,0(x− λ2t) + 1(τ2(x) , T ](t) e
− τ2(x)

T2 ϑ2,in(t− τ2(x))

+1[0 , τ2(x)](t)

∫ t

0

e
− t−τ

T2

T2

f1(x− λ2(t− τ), τ) dτ

+1(τ2(x) , T ](t)

∫ t

t−τ2(x)

e
− t−τ

T2

T2

f1(x− λ2(t− τ), τ) dτ (65)

erhalten wir:

ϑ1(x, t)−
N1−1∑
m1=0

N2∑
m2=1

ϑ2(m1h1,m2h2) b1(x, t,m1,m2) ≈ g1(x, t) (66)

ϑ2(x, t)−
N1∑

m1=1

N2∑
m2=1

ϑ1(m1h1,m2h2) b2(x, t,m1,m2) ≈ g2(x, t) (67)

Für ϑ1(x, t) werten wir dies aus in den N1N2 Gitterpunkten:

{(µ1h1, µ2h2) : (µ1, µ2) ∈ {1, . . . , N1} × {1, . . . , N2}} (68)

13
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und für ϑ2(x, t) in den N1N2 Gitterpunkten:

{(µ1h1, µ2h2) : (µ1, µ2) ∈ {0, . . . , N1 − 1} × {1, . . . , N2}} (69)

Also:

ϑ1(µ1h1, µ2h2)−
N1−1∑
m1=0

N2∑
m2=1

ϑ2(m1h1,m2h2) b1(µ1h1, µ2h2,m1,m2) ≈ g1(µ1h1, µ2h2) ,

µ1 = 1, . . . , N1 , µ2 = 1, . . . , N2 , (70)

ϑ2(µ1h1, µ2h2)−
N1∑

m1=1

N2∑
m2=1

ϑ1(m1h1,m2h2) b2(µ1h1, µ2h2,m1,m2) ≈ g2(µ1h1, µ2h2) ,

µ1 = 0, . . . , N1 − 1 , µ2 = 1, . . . , N2 (71)

bzw.:

ϑ1(µ1h1, µ2h2)−
N1−1∑
m1=0

N2∑
m2=1

ϑ2(m1h1,m2h2) b1(µ1h1, µ2h2,m1,m2)

≈ g1(µ1h1, µ2h2) , µ1 = 1, . . . , N1 , µ2 = 1, . . . , N2 , (72)

ϑ2((µ1 − 1)h1, µ2h2)−
N1∑

m1=1

N2∑
m2=1

ϑ1(m1h1,m2h2) b2((µ1 − 1)h1, µ2h2,m1,m2)

≈ g2((µ1 − 1)h1, µ2h2) , µ1 = 1, . . . , N1 , µ2 = 1, . . . , N2 (73)

Für die N1N2 unbekannten Werte{
ϑ1(m1h1,m2h2) : (m1,m2) ∈ {1, . . . , N1} × {1, . . . , N2}

}
(74)

und die N1N2 unbekannten Werte{
ϑ2(m1h1,m2h2) : (m1,m2) ∈ {0, . . . , N1 − 1} × {1, . . . , N2}

}
(75)

sollen Näherungswerte bestimmt werden. Hierzu setzen wir zunächst:

Θ(m1,m2) =

{
ϑ1(m1h1,m2h2) , m1 ∈ {1, . . . , N1}

ϑ2((m1 −N1 − 1)h1,m2h2) , m1 ∈ {N1 + 1, . . . , 2N1}
(76)

Dann erhalten wir:

Θ(µ1, µ2)−
2N1∑

m1=N1+1

N2∑
m2=1

Θ(m1,m2) b1(µ1h1, µ2h2,m1 −N1 − 1,m2)

≈ g1(µ1h1, µ2h2) , µ1 = 1, . . . , N1 , µ2 = 1, . . . , N2 , (77)

Θ(µ1 +N1, µ2)−
N1∑

m1=1

N2∑
m2=1

Θ(m1,m2) b2((µ1 − 1)h1, µ2h2,m1,m2)

≈ g2((µ1 − 1)h1, µ2h2) , µ1 = 1, . . . , N1 , µ2 = 1, . . . , N2 (78)

Mit

α1(µ1, µ2,m1,m2)

=

{
δµ1,m1δµ2,m2 , m1 ∈ {1, . . . , N1}

−b1(µ1h1, µ2h2,m1 −N1 − 1,m2) , m1 ∈ {N1 + 1, . . . , 2N1}
(79)

14
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und:

α2(µ1, µ2,m1,m2)

=

{ −b2((µ1 − 1)h1, µ2h2,m1,m2) , m1 ∈ {1, . . . , N1}
δµ1+N1,m1δµ2,m2 , m1 ∈ {N1 + 1, . . . , 2N1}

(80)

erhalten wir für µ1 = 1, . . . , N1 , µ2 = 1, . . . , N2:

2N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

Θ(m1,m2)α1(µ1, µ2,m1,m2) ≈ g1(µ1h1, µ2h2) (81)

2N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

Θ(m1,m2)α2(µ1, µ2,m1,m2) ≈ g2((µ1 − 1)h1, µ2h2) (82)

Wir bestimmen nun Näherungswerte Θapp(m1,m2) für Θ(m1,m2), indem wir in (81) und
(82) Gleichheit fordern, d.h. wir betrachten das lineare Gleichungssystem:

2N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

Θapp(m1,m2)α1(µ1, µ2,m1,m2) = g1(µ1h1, µ2h2) (83)

2N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

Θapp(m1,m2)α2(µ1, µ2,m1,m2) = g2((µ1 − 1)h1, µ2h2) (84)

µ1 = 1, . . . , N1 (85)

µ2 = 1, . . . , N2 (86)

Dies sind 2N1N2 Gleichungen zur Bestimmung der 2N1N2 Werte:{
Θapp(m1,m2) : (m1,m2) ∈ {1, . . . , 2N1} × {1, . . . , N2}

}
(87)

3.4 Transformation des Gleichungssystems

Um das LGS in gewohnter Form darzustellen, transformieren wir das 2D Gitter

M =
{
(m1,m2) : m1 ∈ {1, . . . , 2N1} , m2 ∈ {1, . . . , N2}

}
(88)

auf ein 1D Gitter. Zur Nummerierung der Gitterpunkte wählen wir eine lexikographische
Anordnung, d.h. wir nummerieren Linie für Linie durch. Hierzu definieren wir

p : {1, . . . , 2N1N2} → {1, . . . , 2N1} × {1, . . . , N2} (89)

durch:

p(k) =

(
Mod(k − 1, 2N1) + 1

Quotient(k − 1, 2N1) + 1

)
(90)

Dabei bezeichnet Mod(m,n) den Rest bei der Division m/n, und Quotient(m,n) liefert
den ganzzahligen Anteil, d.h.: m = Quotient(m,n)n + Mod(m,n). Die Nummerierung
kann dem folgenden Schema leicht entnommen werden:

(N2 − 1)2N1 + 1 (N2 − 1)2N1 + 2 . . . N2 2N1 − 1 N2 2N1

(N2 − 2)2N1 + 1 (N2 − 2)2N1 + 2 . . . (N2 − 1)2N1 − 1 (N2 − 1)2N1

...
...

...
...

...

j 2N1 + 1 j 2N1 + 2 . . . (j + 1) 2N1 − 1 (j + 1)2N1

...
...

...
...

...

2N1 + 1 2N1 + 2 . . . 2 · 2N1 − 1 2 · 2N1

1 2 . . . 2N1 − 1 2N1
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Satz 5. Die Funktion p ist bijektiv und die Umkehrfunktion

p−1 : {1, . . . , 2N1} × {1, . . . , N2} → {1, . . . , 2N1N2} (91)

ist gegeben durch:
p−1(m1,m2) = (m2 − 1) 2N1 +m1 (92)

Beweis. Es gilt: p ◦ p−1 = id{1,...,2N1}×{1,...,N2} und p−1 ◦ p = id{1,...,2N1N2}. Dies bedeutet, p
ist bijektiv und p−1 ist die eindeutig bestimmte Umkehrfunktion.

3.5 Darstellung des Gleichungssystems

Das LGS kann nun geschrieben werden in der Form:

2N1N2∑
k=1

Θapp(p1(k), p2(k))α1(µ1h1, µ2h2, p1(k), p2(k)) = g1(µ1h1, µ2h2) (93)

2N1N2∑
k=1

Θapp(p1(k), p2(k))α2(µ1h1, µ2h2, p1(k), p2(k)) = g2((µ1 − 1)h1, µ2h2) (94)

µ1 = 1, . . . , N1 (95)

µ2 = 1, . . . , N2 (96)

Wir setzen:

α(µ1, µ2,m1,m2) =

{
α1(µ1, µ2,m1,m2) , µ1 = 1, . . . , N1

α2(µ1 −N1, µ2,m1,m2) , µ1 = N1 + 1, . . . , 2N1

(97)

Weiterhin sei:

g(µ1, µ2) =

{
g1(µ1h1, µ2h2) , µ1 = 1, . . . , N1

g2((µ1 −N1 − 1)h1, µ2h2) , µ1 = N1 + 1, . . . , 2N1

(98)

Hiermit erhalten wir nun das LGS in der Form:

2N1N2∑
k=1

α(p1(i), p2(i), p1(k), p2(k))Θapp(p1(k), p2(k)) = g(p1(i), p2(i)) (99)

i = 1, . . . , 2N1N2 (100)

3.6 Approximationen

Ist das LGS gelöst, so erhält man dann durch

φ1(m1h1,m2h2) = Θapp(m1,m2) (101)

φ2(m1h1,m2h2) = Θapp(m1 +N1 + 1,m2) (102)

Näherungswerte für ϑ1 und ϑ2 in den Gitterpunkten. Die Approximationen ϑ1,app(x, t)
und ϑ2,app(x, t) definieren wir nun durch:

ϑ1,app(x, t) = f1(x, t) +

N1∑
m1=1

N2∑
m2=1

φ1(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) (103)

ϑ2,app(x, t) = f2(x, t) +

N1−1∑
m1=0

N2∑
m2=1

φ2(m1h1,m2h2) s1,m1(x) s2,m2(t) (104)

Es gilt dann ϑi,app(µ1h1, µ2h2) = φi(µ1h1, µ2h2) in den Gitterpunkten.
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4 Validierung

4.1 Benchmark Lösung

Zur Validierung des Approximationsverfahrens ist es wünschenswert, eine exakte Lösung
zur Verfügung zu haben, die mit der approximativen Lösung verglichen werden kann. Da
für den allgemeinen Fall keine exakte Lösung zur Verfügung steht, werden wir hier für
einen Spezialfall eine exakte Lösung als Benchmark Lösung konstruieren.

4.1.1 Stationäre Lösung

Wir betrachten hier den Fall konstanter Eintrittstemperaturen sowie das unbeschränkte
Intervall [0,∞) anstelle des beschränkten Intervalls [0, T ]. In diesem Fall können wir das
Verhalten für t → ∞ untersuchen. Es sei ϑ eine klassische Lösung von (1) - (6), die
für alle t ∈ [0,∞) existiert. Aufgrund der konstanten Eintrittstemperaturen können wir
annehmen, dass für t → ∞ die Zeitableitungen verschwinden und definieren:

u1(x) = lim
t→∞

ϑ1(x, t) , u2(x) = lim
t→∞

ϑ2(x, t) (105)

Von (1) - (6) erhalten wir dann, dass u = (u1, u2)
T eine klassische Lösung des folgenden

Randwertproblems ist:

v1 T1
du1(x)

dx
= u2(x)− u1(x) , x ∈ (0, L) (106)

v2 T2
du2(x)

dx
= u2(x)− u1(x) , x ∈ (0, L) (107)

u1(0) = ϑ1,in (108)

u2(L) = ϑ2,in (109)

Dieses Randwertproblem besitzt die wohlbekannte, eindeutig bestimmte Lösung:

u1(x) =

 ϑ1,in − ϑ1,in−ϑ2,in

L+v1 T1
x , η = 0

ϑ1,in − ϑ1,in−ϑ2,in

1− v1 T1
v2 T2

e−η L
(1− e−η x) , η ̸= 0

(110)

u2(x) =

 ϑ1,in − ϑ1,in−ϑ2,in

L+v1 T1
(v1 T1 + x) , η = 0

ϑ1,in − ϑ1,in−ϑ2,in

1− v1 T1
v2 T2

e−η L

(
1− v1 T1

v2 T2
e−η x

)
, η ̸= 0

(111)

mit:

η =
1

v1 T1

− 1

v2 T2

(112)

4.1.2 Konstruktion einer Benchmark Lösung

Wir suchen nach Lösungen der Form:

ϑ(x, t) = u(x) + eαx+βty(x) (113)

mit der stationären Lösung u. Für i = 1, 2 folgt dann:

∂ϑi(x, t)

∂x
=

dui(x)

dx
+ α eαx+βtyi(x) + eαx+βt dyi(x)

dx
∂ϑi(x, t)

∂t
= β eαx+βtyi(x)
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und somit:

∂

∂t
ϑ1(x, t) + v1

∂

∂x
ϑ1(x, t) +

ϑ1(x, t)− ϑ2(x, t)

T1

= eαx+βt

((
β + v1α +

1

T1

)
y1(x)

+ v1
dy1(x)

dx
− y2(x)

T1

)
(114)

∂

∂t
ϑ2(x, t)− v2

∂

∂x
ϑ2(x, t)−

ϑ1(x, t)− ϑ2(x, t)

T2

= eαx+βt

((
β − v2 α +

1

T2

)
y2(x)

− v2
dy2(x)

dx
− y1(x)

T2

)
(115)

Dies bedeutet, (113) liefert eine Lösung des Randwertproblems (1) + (1) + (5) + (6)
genau dann, wenn y eine Lösung des folgenden Randwertproblems ist:

v1
dy1(x)

dx
=

y2(x)

T1

, v2
dy2(x)

dx
= −y1(x)

T2

, y1(0) = y2(L) = 0 (116)

und (α, β) eine Lösung des linearen Gleichungssystems:

β + v1α +
1

T1

= 0 , β − v2 α +
1

T2

= 0 (117)

Die eindeutige Lösung des linearen Gleichungssystems ist gegeben durch:

α =
T1 − T2

(v1 + v2)T1T2

, β = − v1T1 + v2T2

(v1 + v2)T1T2

(118)

Satz 6. (Benchmark Lösung) Wir setzen:

ω0 =
1√

v1v2T1T2

(119)

Existiert eine Zahl m ∈ N ∪ {0} mit

ω0 L =
π

2
+mπ , (120)

so ist für beliebige Konstanten C durch

ϑ1(x, t) = u1(x) + e
(T1−T2) x−(v1 T1+v2 T2) t

(v1+v2)T1 T2 C sin (ω0x) (121)

ϑ2(x, t) = u2(x) + e
(T1−T2) x−(v1 T1+v2 T2) t

(v1+v2)T1 T2 C

√
v1T1

v2T2

cos (ω0x) (122)

eine Lösung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) mit den speziellen Anfangs-
profilen

ϑ1,0(x) = u1(x) + e
(T1−T2) x

(v1+v2)T1 T2 C sin (ω0x) (123)

ϑ2,0(x) = u2(x) + e
(T1−T2) x

(v1+v2)T1 T2 C

√
v1T1

v2T2

cos (ω0x) (124)

gegeben.

Beweis. Der Beweis folgt aus der oben durchgeführten Analyse.
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4.2 Linienmethode

Zum Vergleich des Approximationsverfahrens mit einer anderen numerischen Methode
betrachten wir hier eine Linienmethode [15] (Method of Lines - MOL). Wir konstruieren
dabei eine numerische Lösung mit einer Semi-Diskretisierung, indem nur die räumliche
Variable x diskretisiert wird.

Wir betrachten eine äquidistante Zerlegung des Raumintervalls [0, L] mit der Schritt-
weite ∆x und erhalten:

xi = i∆x , i = 0, . . . , N , ∆x =
L

N
, N ∈ N (125)

Da auf der Primärseite der Randwert im Punkt x = 0 und auf der Sekundärseite der
Randwert im Punkt x = L gegeben sind, approximieren wir die räumliche Ableitung
von ϑ1 durch eine Rückwärtsdifferenz und die räumliche Ableitung von ϑ2 durch eine
Vorwärtsdifferenz. Wir erhalten:

∂ϑ1(xi, t)

∂x
≈ ϑ1(xi, t)− ϑ1(xi−1, t)

∆x
, i = 1, . . . , N (126)

∂ϑ2(xi, t)

∂x
≈ ϑ2(xi+1, t)− ϑ2(xi, t)

∆x
, i = 0, . . . , N − 1 (127)

Das PDE System (1) + (2) liefert nun:

d

dt
ϑ1,MOL(xi, t) + v1

(
ϑ1,MOL(xi, t)− ϑ1,MOL(xi−1, t)

∆x

)
=

ϑ2,MOL(xi, t)− ϑ1,MOL(xi, t)

T1

, i = 1, . . . , N (128)

d

dt
ϑ2,MOL(xi, t)− v2

(
ϑ2,MOL(xi+1, t)− ϑ2,MOL(xi, t)

∆x

)
=

ϑ1,MOL(xi, t)− ϑ2,MOL(xi, t)

T2

, i = 0, . . . , N − 1 (129)

Hierbei bezeichnen ϑ1,MOL(xi, t) und ϑ2,MOL(xi, t) die Approximationen der Werte ϑ1(xi, t)
und ϑ2(xi, t) durch die MOL Methode. Die Anfangsbedingungen (3) + (4) führen zu:

ϑ1,MOL(xi, 0) = ϑ1,0(xi) , i = 0, . . . , N (130)

ϑ2,MOL(xi, 0) = ϑ2,0(xi) , i = 0, . . . , N (131)

und aus den Randbedingungen (5) + (6) erhalten wir:

d

dt
ϑ1,MOL(x1, t) = −

(
1

T1

+
v1
∆x

)
ϑ1,MOL(x1, t) +

v1
∆x

ϑ1,in(t)

+
1

T1

ϑ2,MOL(x1, t) (132)

sowie:

d

dt
ϑ2,MOL(xN−1, t) = −

(
1

T2

+
v2
∆x

)
ϑ2,MOL(xN−1, t) +

v2
∆x

ϑ2,in(t)

+
1

T2

ϑ1,MOL(xN−1, t) (133)
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Schließlich erhalten wir für die inneren Punkte:

d

dt
ϑ1,MOL(xi, t) = −

(
1

T1

+
v1
∆x

)
ϑ1,MOL(xi, t) +

v1
∆x

ϑ1,MOL(xi−1, t)

+
1

T1

ϑ2,MOL(xi, t) , i = 2, . . . , N (134)

d

dt
ϑ2,MOL(xi, t) = −

(
1

T2

+
v2
∆x

)
ϑ2,MOL(xi, t) +

v2
∆x

ϑ2,MOL(xi+1, t)

+
1

T2

ϑ1,MOL(xi, t) , i = 0, . . . , N − 2 (135)

Die Gleichungen (130) - (135) liefern ein Anfangswertproblem für die MOL Lösung. Setzen
wir:

ajk =



−
(

1
T1

+ v1
∆x

)
, k = j ∧ j ∈ {1, . . . , N}

−
(

1
T2

+ v2
∆x

)
, k = j ∧ j ∈ {N + 1, . . . , 2N}

v1
∆x

, k = j − 1 ∧ j ∈ {2, . . . , N}
v2
∆x

, k = j + 1 ∧ j ∈ {N + 1, . . . , 2N − 1}
1
T1

, k = j +N ∧ j ∈ {1, . . . , N}
1
T2

, k = j −N ∧ j ∈ {N + 1, . . . , 2N}
0 , sonst

(136)

und:

zi(t) =

{
ϑ1,MOL(xi, t) , i ∈ {1, . . . , N}

ϑ2,MOL(xi−N−1, t) , i ∈ {N + 1, . . . , 2N}
(137)

sowie:

bi(t) =


v1
∆x

ϑ1,in(t) , i = 1

v2
∆x

ϑ2,in(t) , i = 2N

0 , sonst

(138)

ci =

{
ϑ1,0(xi) , i ∈ {1, . . . , N}

ϑ2,0(xi−N−1) , i ∈ {N + 1, . . . , 2N}
(139)

kann das Anfangswertproblem (130) - (135) geschrieben werden in der Form:

d

dt
z(t) = Az(t) + b(t) , z(0) = c (140)

mit:

z(t) = (zi(t))i=1,...,2N (141)

A = (ajk)j,k=1,...,2N (142)

b(t) = (bi(t))i=1,...,2N (143)

c = (ci)i=1,...,2N (144)

20



F. Müller Ein Approximationsverfahren für die Temperaturen ...

4.3 Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt behandeln wir ein numerisches Beispiel, bei dem wir eine exakte
(klassische) Benchmark Lösung mit der approximativen Lösung und der MOL Lösung
der Linienmethode vergleichen. Alle Berechnungen wurden mit der Software Mathematica
Version 13.3 durchgeführt. Für die numerische Lösung des Anfangswertproblems (140)
wurde die NDSolve Routine verwendet.

Wir betrachten einen Gegenstrom-Wärmetauscher mit den folgenden Daten:

ϑ1,in = 60 ◦C , ϑ2,in = 20 ◦C , T1 =
T

10
, T2 =

T

8
(145)

sowie:

v1 = 8
L

T
, v2 =

4L2

π2v1T1T2

(146)

Die stationäre Lösung ist hier gegeben durch:

u1(x) = 60 ◦C − 40 ◦C

 1− e
−
(

5
4
−π2

5

)
x
L

1− 4π2

25
e
−
(

5
4
−π2

5

)
 (147)

u2(x) = 60 ◦C − 40 ◦C

1− 4π2

25
e
−
(

5
4
−π2

5

)
x
L

1− 4π2

25
e
−
(

5
4
−π2

5

)
 (148)

Wegen

ω0 =
1√

v1v2T1T2

=
π

2L
(149)

ist die Bedingung (120) erfüllt. Satz 6 liefert nun, dass für beliebige Konstanten C durch
(121) + (122) eine klassische Lösung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) mit
den speziellen Anfangsbedingungen

ϑi,0(x) = ϑi(x, 0) , i = 1, 2 (150)

gegeben ist. Für die Konstante C wählen wir den Wert C = −20 ◦C und erhalten für die
klassische Lösung die Darstellung:

ϑ1(x, t) = u1(x)− 20 ◦C e
− π2

4(π2+5)
x
L
−
(

8π2+50

π2+5

)
t
T sin

(πx
2L

)
(151)

ϑ2(x, t) = u2(x)− 8π ◦C e
− π2

4(π2+5)
x
L
−
(

8π2+50

π2+5

)
t
T cos

(πx
2L

)
(152)

und somit die Anfangsprofile:

ϑ1,0(x) = u1(x)− 20 ◦C e
− π2

4(π2+5)
x
L sin

(πx
2L

)
(153)

ϑ2,0(x) = u2(x)− 8π ◦C e
− π2

4(π2+5)
x
L cos

(πx
2L

)
(154)

Um die Lösungen in 2D Plots darzustellen, betrachten wir die folgenden Referenzpunkte:

xj = j
L

10
, j = 0, . . . , 10 (155)
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Abbildung 1 zeigt im Ortsintervall [0, L] die stationäre Lösung (147) + (148) sowie
die Anfangsprofile (153) + (154). In Abbildung 2 ist die klassische (exakte) Lösung (151)
+ (152) für (x, t) ∈ [0, L] × [0, T ] zu sehen und in Abbildung 3 ist die exakte Lösung in
allen Referenzpunkten von (155) im Zeitintervall [0, T ] dargestellt.

0.1 1

x

L

25 °C

60 °C

u1(x), ϑ1,0(x)

0.1 1

x

L

20 °C

50 °C

u2(x), ϑ2,0(x)

Abbildung 1: Stationäre Lösung und Anfangsprofile (gestrichelt) auf der Primärseite
(links) und auf der Sekundärseite (rechts) im Ortsintervall [0, L].

Abbildung 2: Klassische Lösung auf der Primärseite (links) und auf der Sekundärseite
(rechts) für (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ].

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

45 °C

60 °C

ϑ1(xi,t)

0.1 0.5 1

t

T

20 °C

35 °C

50 °C

ϑ2(xi,t)

Abbildung 3: Klassische Lösung auf der Primärseite (links) und auf der Sekundärseite
(rechts) für alle Referenzpunkte von (155) im Zeitintervall [0, T ].
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Da bei den Austrittstemperaturen (x = L auf der Primärseite und x = 0 auf der
Sekundärseite) der größte Fehler zu erwarten ist, werden in Abbildung 4 an diesen Stellen
die Werte der exakten Lösung verglichen mit der approximativen Lösung (gestrichelt) für
N1 = 2 und N2 = 2, 4, 6, 8.

0.1 0.5 1

t

T

25 °C
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ϑ1(L,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C
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ϑ2(0,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

40 °C

ϑ1(L,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

50 °C

ϑ2(0,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

40 °C

ϑ1(L,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

50 °C

ϑ2(0,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

40 °C

ϑ1(L,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

50 °C

ϑ2(0,t)

Abbildung 4: Austrittstemperaturen der klassischen (exakten) Lösung verglichen mit der
approximativen Lösung (gestrichelt) auf der Primärseite (links) und auf der Sekundärseite
(rechts) für N1 = 2 und N2 = 2 (oben), N2 = 4 (zweite Reihe), N2 = 6 (dritte Reihe) und
N2 = 8 (unten) im Zeitintervall [0, T ].
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Obwohl mit N1 = 2 eine sehr grobe Ortsdiskretisierung vorliegt, ist zu erkennen,
dass für wachsendes N2 sich die approximative Lösung schon sehr gut an die exakte
Lösung annähert. In Abbildung 5 werden die Austrittstemperaturen der exakten Lösung
verglichen mit der MOL Lösung (gestrichelt) für N = 2, 4, 6, 8. Es ist zu erkennen, dass
sich für wachsendes N die MOL Lösung an die exakte Lösung annähert.

0.1 0.5 1

t

T
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ϑ1(L,t)

0.1 0.5 1

t

T
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T
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ϑ2(0,t)
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ϑ1(L,t)

0.1 0.5 1

t

T

25 °C

50 °C

ϑ2(0,t)

Abbildung 5: Austrittstemperaturen der klassischen (exakten) Lösung verglichen mit der
MOL Lösung (gestrichelt) auf der Primärseite (links) und auf der Sekundärseite (rechts)
für N = 2 (oben), N = 4 (zweite Reihe), N = 6 (dritte Reihe) und N = 8 (unten) im
Zeitintervall [0, T ].
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Für einen besseren Vergleich der exakten Lösung mit der approximativen Lösung und
der MOL Lösung, führen wir weiterhin die folgenden Fehler ein:

ei,app,N1,N2(x, t) =
|ϑi(x, t)− ϑi,app(x, t)|

K
, i = 1, 2 (156)

ei,MOL,N(x, t) =
|ϑi(x, t)− ϑi,MOL(x, t)|

K
, i = 1, 2 (157)

Wie üblich werden hier Temperaturdifferenzen mit Kelvin (K) statt mit Grad Celsius
bezeichnet. Es ist zu beachten, dass die Zeitintegration des Anfangswertproblems (140)
von der NDSolve Routine in Mathematica durchgeführt wird.

In Abbildung 6 bzw. Abbildung 7 sind die Fehler e1,app,5,20(xj, t) und e2,app,5,20(xj, t)
bzw. die Fehler e1,MOL,20(xj, t) und e2,MOL,20(xj, t) für j = 1, 5, 10 auf der Primärseite
sowie j = 0, 5, 9 auf der Sekundärseite im Zeitintervall [0, T ] zu sehen.
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Abbildung 6: Fehler der approximativen Lösung für N1 = 5 und N2 = 20 in den Punkten
x1, x5, x10 auf der Primärseite sowie x0, x5, x9 auf der Sekundärseite im Zeitintervall [0, T ].
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Abbildung 7: Fehler der MOL Lösung für N = 20 in den Punkten x1, x5, x10 auf der
Primärseite sowie x0, x5, x9 auf der Sekundärseite im Zeitintervall [0, T ].
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Die Fehlerverläufe der beiden Verfahren in den Abbildungen 6 und 7 zeigen unter-
schiedliches Verhalten. Dabei wurde für die MOL Methode der Wert von N so gewählt,
dass die maximalen Fehler näherungsweise gleich sind.

In Abbildung 8 bzw. Abbildung 9 sind die Fehler e1,app,10,50(xj, t) und e2,app,10,50(xj, t)
bzw. die Fehler e1,MOL,200(xj, t) und e2,MOL,200(xj, t) für j = 1, 5, 10 auf der Primärseite
sowie j = 0, 5, 9 auf der Sekundärseite im Zeitintervall [0, T ] zu sehen.
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Abbildung 8: Fehler der approximativen Lösung für N1 = 10 und N2 = 50 in den Punkten
x1, x5, x10 auf der Primärseite sowie x0, x5, x9 auf der Sekundärseite im Zeitintervall [0, T ].
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Abbildung 9: Fehler der MOL Lösung für N = 200 in den Punkten x1, x5, x10 auf der
Primärseite sowie x0, x5, x9 auf der Sekundärseite im Zeitintervall [0, T ].

Die Fehlerverläufe haben in den Abbildungen 8 und 9 qualitativ wieder das gleiche
Aussehen wie in den Abbildungen 6 und 7. Ein Vergleich der Abbildungen 6 und 7 mit 8
und 9 lässt erkennen, dass die approximative Lösung bezüglich der räumlichen Diskreti-
sierung schneller konvergiert als die MOL Methode.
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