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Zusammenfassung

In diesem Artikel wird ein neues Approximationsverfahren fiir die Temperaturen
in einem Gegenstrom-Wéarmetauscher entwickelt. Die mathematische Modellierung
fiihrt auf ein Anfangs- und Randwertproblem fiir ein hyperbolisches System par-
tieller Differentialgleichungen zur Beschreibung des zeitlichen und rdumlichen Ver-
laufs der Temperaturen im Warmetauscher. Mit Hilfe des Banachschen Fixpunkt-
satzes konnen die Existenz und die Eindeutigkeit von verallgemeinerten Losungen
fiir das Anfangs- und Randwertproblem bewiesen werden. Diese verallgemeinerten
Losungen sind die Losungen eines Systems von Integralgleichungen, welches bei der
Anwendung der Methode der Charakteristiken auftritt. Das Approximationsverfah-
ren basiert auf der numerischen Losung dieses Systems von Integralgleichungen. Zur
Validierung des Verfahrens wird eine klassische Losung des Anfangs- und Randwert-
problems fiir einen Spezialfall als Benchmark Losung konstruiert. Um das Verfahren
mit einer alternativen Methode zu vergleichen, wird weiterhin eine Linienmethode
entwickelt, die auf einer Semi-Diskretisierung der Ortsvariablen basiert. In einem
numerischen Beispiel wird die approximative Losung des neuen Verfahrens vergli-
chen mit der Benchmark Lésung und der Losung der Linienmethode.

Schliisselworter

Partielle Differentialgleichung, Hyperbolisches System, Anfangs- und Randwert-
problem, Gegenstrom-Wérmetauscher, System von Integralgleichungen, Approxi-
mation, Benchmark Lésung, Linienmethode
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1 Einleitung

1.1 Warmetauscher

Wiérmetauscher iibertragen thermische Energie (Wéarme) von einem flieBenden Fluid auf
ein anderes fliefendes Fluid. Beide Fluide sind getrennt durch eine Trennwand, und somit
findet der Wéarmeaustausch durch diese Trennwand statt. Die versorgende Seite mit dem
wérmeren Fluid heifit Primérseite und die aufnehmende Seite mit dem kiihleren Fluid
heifit Sekundérseite. In diesem Artikel wird ein Gegenstrom-Wérmetauscher betrachtet,
hierbei flielen die beiden Fluide in entgegengesetzte Richtung. Mo6gliche Realisierungen
sind z.B. Doppelrohr-Warmetauscher und Plattenwéarmetauscher.

Plattenwirmetauscher werden in der Heizungstechnik oft zur Warmwasserbereitung
eingesetzt. Dabei geschieht die Erwdrmung des Nutzwassers sowohl auf direktem Weg
als auch durch Laden von Schichtenladespeichern, die das Nutzwasser enthalten. Eine
Alternative zu den Schichtenladespeichern bieten Rohrwendelspeicher. Bei einem Rohr-
wendelspeicher findet der Warmetausch durch eine Rohrwendel im Inneren des Speichers
statt und somit kann ein Rohrwendelspeicher als Doppelrohr-Gegenstrom-Warmetauscher
betrachtet werden. Die Untersuchung des dynamischen Verhaltens eines Gegenstrom-
Wiérmetauschers ist daher von groflem Interesse fiir die modellbasierte Entwicklung von
Regelungsmethoden in der Heizungstechnik.

1.2 Anfangs- und Randwertproblem

Wir betrachten einen Gegenstrom-Wéarmetauscher der Lange L. Die Temperaturen im
Punkt x zur Zeit ¢ auf der Primérseite und auf der Sekundérseite bezeichnen wir mit
Y1 (x,t) und Yo(z,t). Beginnend zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 tritt auf der Primérseite im
Punkt # = 0 das wirmere Fluid mit der dynamischen Eintrittstemperatur ¢, ;,(¢) und
der konstanten Geschwindigkeit v; in den Wérmetauscher ein, gibt Warme an das Fluid
auf der Sekundéarseite ab, und tritt an der Stelle x = L wieder aus dem Warmetauscher
aus. Auf der Sekundérseite tritt im Punkt x = L das kéltere Fluid mit der dynamischen
Eintrittstemperatur 9, ;,(¢) und der konstanten Geschwindigkeit v in den Warmetauscher
ein, nimmt Wérme von der Primérseite auf und verldsst an der Stelle x = 0 den Wirme-
tauscher wieder.

Vernachléssigt man Diffusionseffekte und thermische Verluste nach auflen, so liefert
eine Energiebilanz mit einem linearen Warmeiibertragungsmodell das folgende Anfangs-
und Randwertproblem fiir die Temperaturen im Warmetauscher:

81918(;:,15) N 81910(?15) _ 191(55’15);1?92@775) . (z,t) € (0,L) x (0, 7] (1)
8192(;?t) . 319?;6,& n ﬁl(w?t);zﬁz(m’t) . (z.t) € (0,L) x (0,T] (2)
V1(z,0) = Yio(x), z € [0, L] (3)
U2(2,0) = Jgp(), z €0, L] (4)
01(0,t) = pn(t), t€ (0,7 (5)
Uo(L,t) = Von(t), t € (0,7T] (6)

Hierbei sind 9 o, V2,0 gegebene stetige Anfangswerte auf der Primér- und Sekundérseite,
die Werte 77, T, sind Zeitkonstanten und 7" ist die Beobachtungszeit des Prozesses.

Das PDE System (1) + (2) ist ein hyperbolisches System [1, 2, 3] und daher ist die
Existenz klassischer Losungen [3, 4] des Anfangs- und Randwertproblems abhéngig von
den Anfangswerten und den Eintrittstemperaturen.
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1.3 Aus der Literatur bekannte Methoden

Da das Anfangs- und Randwertproblem (1) - (6) im allgemeinen Fall keine klassische
Losung besitzt, werden in vielen Anwendungen numerische Methoden verwendet, um
Néherungslosungen zu erhalten.

Jaswon und Smith [5] konstruieren Approximationen mit Reihen modifizierter Bessel
Funktionen [6]. Zavala-Rio und Santiesteban-Cos [7, 8] sowie Huhtala und Paunonen [9]
nutzen Halbgruppentheorie [3, 4]. Gvozdenac [10, 11] verwendet die Laplace Transforma-
tion und erhélt ebenfalls Reihen von modifizierten Bessel Funktionen. Die Anwendung
der inversen Laplace Transformation fiihrt auf eine Fredholmsche Integralgleichung zwei-
ter Art und wird numerisch behandelt mit einer Kollokationsmethode [12, 13]. Kreuzinger,
Bitzer und Marquardt [14] verwenden eine Linienmethode [15]. Verschiedene rdaumliche
Diskretisierungen héherer Ordnung werden betrachtet und zur Integration des resultie-
renden DGL Systems wird ein Standard Solver verwendet. Nash, Badithela und Jain
[16] betrachten einen Rohrwendelspeicher, der als Gegenstrom-Wérmetauscher angesehen
werden kann. Der Speicher wird diskretisiert und in jedem finiten Teilvolumen werden
Energieerhaltungsmethoden [17, 18] verwendet, um ein DGL System zu erhalten (Finite
Volumen Methode). Das DGL System wird dann mit einem Finite Differenzen Schema in
Verbindung mit einer Temperatur Inversions-Korrektur-Methode [19] behandelt. Wagner,
Meurer und Kugi [20] behandeln den Fall linearer und nichtlinearer Wérmetibertragung
mit Potenzreihenanséitzen und einer geeigneten Gebietszerlegung.

1.4 Das neue Verfahren

Der Entladeprozess in einem Warmwasserspeicher kann mit Hilfe eines in [21] entwickelten
Approximationsverfahrens mit geringen numerischen Kosten beschrieben werden. Dieses
Verfahren kann auf den Ladeprozess in einem Schichtenladespeicher {ibertragen werden. Es
kann jedoch nicht auf den Ladeprozess in einem Rohrwendelspeicher angewendet werden,
denn hier findet die Warmeiibertragung durch Wéarmetausch und nicht durch Konvek-
tion statt. Da der Rohrwendelspeicher im Ladeprozess als Gegenstrom-Wiarmetauscher
betrachtet werden kann, wird in dieser Arbeit ein Approximationsverfahren fiir die Tem-
peraturen in einem Gegenstrom-Wérmetauscher entwickelt.

In [22] wurde eine verallgemeinerte Formulierung des Anfangs- und Randwertproblems
(1) - (6) in Form eines Systems von Integralgleichungen entwickelt. Hierbei sind Losungen
stetige Funktionen. Da das zugrunde liegende mathematische Modell keine Diffusionster-
me enthélt, kann von den Losungen im allgemeinen Fall keine Glattheit erwartet werden
und daher erscheint die verallgemeinerte Formulierung dem Problem besser angepasst.
Durch die Definition eines geeigneten Integral-Operators und eines geeigneten Banach-
raumes, konnen Existenz und Eindeutigkeit verallgemeinerter Losungen mit Hilfe des
Banachschen Fixpunktsatzes bewiesen werden.

Die zugehorige Picard Iteration liefert zwar ein Verfahren zur numerischen Berechnung
der Losung, welches jedoch aufgrund sehr hoher numerischer Kosten fiir praktische Be-
rechnungen nicht geeignet ist. Daher wird in dieser Arbeit ein Approximationsverfahren
mit geringeren numerischen Kosten entwickelt. Zur Validierung des Approximationsver-
fahrens wird eine klassische Losung des Anfangs- und Randwertproblems (1) — (6) fiir
einen Spezialfall als Benchmark Losung konstruiert [23]. Zum Vergleich der approxima-
tiven Losung des neuen Verfahrens mit einer alternativen Methode wird weiterhin eine
Linienmethode (Method of Lines - MOL, [15]) entwickelt. Diese Methode basiert auf
einer Semi-Diskretisierung der Ortsvariablen. In einem numerischen Beispiel wird die ap-
proximative Losung des neuen Verfahrens verglichen mit der Benchmark Lésung und der
Losung der Linienmethode.
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2 Klassische und verallgemeinerte Losungen

2.1 Klassische Losungen

Jede stetig partiell differenzierbare Funktion ¥ = (9, 9,)" die das PDE System (1) + (2)
im klassischen Sinne 16st und die Anfangs- und Randbedingungen (3) - (6) erfiillt, heifit
klassische Losung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6). Mit Standardtechniken
konnen die folgenden beiden Sédtze bewiesen werden:

Satz 1. Das Anfangs- und Randwertproblem (1) - (6) besitzt hochstens eine klassische
Lésung.

Satz 2. (Kompatibilititsbedingungen) Eine klassische Léosung von (1) - (6) kann nur
existieren, wenn die Anfangswerte und Eintrittstemperaturen die folgenden Kompatibi-
litatsbedingungen erfiillen:

U10(0) = U1(0) (7)
U20(L) = D9,n(0) (8)
dﬁlﬂn(()) dﬁLo(O) - 192’0(0)—19170(0)
T T (9)
D9n(0)  dino(L)  D1o(L) — Ds0(L)
a2 dr T (10)

2.2 Charakteristiken
Das PDE System (1) + (2) kann geschrieben werden in der Form:

o (v v 0 o (0 -t It 0
o 1 i 1 o 1y 1_l 1_1 1 (11)
ot ’192 0 —V2 or 192 T2 —T2 792

Die Systemmatrix ist eine Diagonalmatrix und die Eigenwerte sind gegeben durch:

)\1:1)1>O, )\2:—?}2<0 (12)

Also ist das PDE System (1) + (2) ein hyperbolisches System in Normaldarstellung. Die
Anfangs- und Randbedingungen (3) - (6) liefern Cauchy Daten auf der Kurve:

P =0, Ul UTy (13)
mit:
'y ={0} x (0,77, I'y =10, L] x {0}, I's ={L} x (0,7 (14)
Die charakteristischen Gleichungen
axi (517 T) .
nbalat L REAESS VI =1,2 15
or ! (15)

und die Anfangsbedingungen z;(&;,0) = &; liefern:
Fiir jedes x € (0, L) und geniigend kleine Werte von ¢ existiert genau ein &;(x,t) so, dass

die Charakteristik
N (x,-({i(x,t),T)) _ (ﬁz(x,t) + )\ﬂ') (17)

T T

6
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auf I'y startet und durch den Punkt (z,¢) geht. Wegen
xi(&(x,t),t) = = Ei(z,t) + Nt =2 (18)
ist dieser Wert:
&i(x,t) =x — Nt (19)
und die Charakteristik zu \; ist gegeben durch:

L (g;—xif M) _ <x—/\it—7’)> )

Pl = (500 ) = (7)) 1)

ist dann der Startpunkt dieser Charakteristik auf I's.

Fiir wachsende Werte von ¢ verldsst & (x,t) = x — A\t das Intervall [0, L] und somit
verlidsst der Startpunkt der Charakteristik die Kurve I's. Wegen Ay = v; > 0 verlésst
& (z,t) das Intervall zur linken Seite und der Zeitpunkt, an dem &;(z,t) das Intervall
verldsst, ist:

Der Punkt

(z) = = (22)

Fiir t > 7 (x) ist der Startpunkt

awn=(, ") (23)

t— T1 (l’)
der Charakteristik zu \; dann auf der Kurve I'y. Wegen \y = —vy < 0 verlédsst der Punkt

& (z,t) das Intervall zur rechten Seite und der Zeitpunkt, an dem &(z,t) das Intervall

verlésst, ist:
L—=x
Ta(x) = (24)

V2

Fiir t > m(x) ist der Startpunkt

=, ) (25)

t— TQ(LU)

der Charakteristik zu Ay dann auf der Kurve I's.

2.3 Darstellung klassischer Lésungen

Ist ¥ eine klassische Losung des PDE Systems (1) + (2), so erhalten wir entlang der
Charakteristik (20) fiir die Komponenten:

i OVi(x — N(t —7),7) N i(x — N(t —7),7)

319,~(3U—/\,~(25—7'),T) =\ (26)

or ox or
Da 9 eine klassische Losung von (1) + (2) ist, folgt:
i P v T (27)
und somit:
0 Vi = Nt —7),7) = Vi(x — Ni(t —7),7)
57 Vi(x =Nt —1),7) = T ,

7
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Wegen A\, # A\, fiihrt das System (28) nicht zu einem geschlossenen DGL System und
somit liefert die Methode der Charakteristiken keine Losung. Jedoch liefert die Integra-
tion entlang der Charakteristiken ein System von Integralgleichungen, das zur Definition
verallgemeinerter Losungen fithrt. Fiir die spitere Konvergenzanalalyse stellt es sich als
geeignet heraus, v¥; mit einer Exponentialfunktion zu multiplizieren.

Sei nun ¥ eine klassische Losung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6). Entlang
der Charakteristik (20) erhalten wir fiir die Komponenten:

0 _t=r 1 _t=r
5oc B i(e = Mt —7).7) = T P i = Nt —7),7)
+e i(%_i?i(x—/\i(t 7),7T) (29)
Mit (28) folgt:
26_%19i(x—)\i(t—7),7) _ e_%r Yi(x = N(t —7),7) = 0i(x — N(t —7),7T)
or T
1 _i—7
+f€ T Vi(x — N(t —7),7) (30)
und somit:
O T ha—Mt—)7) = =T W= At —7),7)
87’6 i U (T i T), T = Ee + U T 7 T),T),
Lj=12, 1#] (31)

Integration liefert fiir ¢ < 7;(x):

t t t—7
Vi(z,t) —e T 9 (x — N\t,0) = / ag e T i(x— Nt —7),7)dr
0 T

1 t _t—7
— T/e T 9j(xz — N(t —7),7)dr, i,j=1,2, i#] (32)
i J0

Da 9 die Anfangsbedingungen (3) + (4) erfiillt, gilt ¥;(x — \it, 0) = ¥; o(z — A\;t) und somit
erhalten wir fiir ¢ < 7;(x) die Darstellung:
t 1 t t—1
191([)’}, t) = e T 192'70(1' — )\ﬂf) + T/ e T 1%(1’ — /\z(t - T), T) dT,
i Jo
Lj=12, i#]j (33)

Fiir ¢ > 7;(x) starten die Charakteristiken in (23) und (25). Die Integration von (31) muss
daher von ¢t — 7;(x) bis ¢ durchgefiihrt werden. Wir erhalten:

Ti(x)
Vi(x,t) —e T O(x — Nmi(x), t — 1;(2))
t a —
- /tn(x)a_fe_ e Mt =), ) dr
1 [t _tor . o,
= o | eTo- Ao, ij=12, i) (39)
i Jt—7i(x)

Mit (12), (22) und (24) folgt:

(35)
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Da ¥ die Randbedingungen (5) und (6) erfiillt, folgt weiter:

und somit erhalten wir fiir ¢ > 7;(z) die Darstellung:
_mi(®) 1 ¢ -7
Yi(x,t) = e T Ot —mi(x)) + 17/ e Ti Oj(x—N({t—7),7)dT,
v Jt—7i(x)
=12, i4j (37)

Definition 1. Sei 1), die Indikatorfunktion der Menge M. Fir jede stetige Funktion
V[0, L] x [0,T] — R? definieren wir die Funktion F9 : [0, L] x [0,T] — R?* durch:

_t I L
(FO)i(z,t) = L, 7)) (t) (e Ti 90z — \it) + T/ e Ti Vi(x—N({t—71),7) dT)
i Jo

1 [t _t=t
+1(Ti(m)’T](t)f/t ) )e T; 19]-(1’ — )\i(t—T),T) dr
7i (@)

+1(7—1(x),T](t) eilTT 1927m(t—7'2($))7 Za] = 1727 i 7&] (38)

Satz 3. Jede klassische Losung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) ist eine
Losung der Integralgleichung Fv = 4.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der eben durchgefiihrten Analyse. O

2.4 Verallgemeinerte Losungen

Von Satz 3 wissen wir, dass jede klassische Losung von (1) - (6) auch eine Losung der
Integralgleichung Fv¥ = ¢ ist. Eine Losung der Integralgleichung Fv¥ = 1 muss aber
nicht differenzierbar sein. Sind die Kompatibilitdtsbedingungen (7) + (8) erfiillt, so ist
F9 stetig.

Satz 4. Es seien die Kompatibilititsbedingungen (7) + (8) erfillt. Dann existiert genau
eine Lisung ¥ € C ([0, L] x [0, T],R?) der Fizpunktgleichung F = 9.

Beweis. Die Menge X = C ([0, L] x [0, T], R?) ausgestattet mit der Norm
[9loe = max {[[1]lco , 1V2]|oc } (39)

bildet einen Banachraum. Da die Bedingungen (7) + (8) erfiillt sind, ist fiir jedes ¥ € X
auch Fv € X. Also ist der Operator F' : ¥ — F9 eine Selbstabbildung X — X. Seien
¥, € X. Durch Standardabschétzungen und Auswertung der Integrale erhélt man:

7i(x)
[(FD)i = (F)illoo < (1Y = ¢lloo max (1 —e T ) , 1=12 (40)
xe|0,
Mit (22) und (24) folgt:
L
(1) =2, i=1,2 A1
= ()

und dies fithrt zu:

__L_ .
I(F): = (Fo)illoo < 110 = oo (1= €757) i =1,2 (42)

q:max{(l—efﬁ> ) (1—67ﬁ>} (43)

erhalten wir || FY—F |l < q ||V —¢lloo- Wegen |g| < 11ist F ein kontrahierender Operator
auf X und mit dem Banachschen Fixpunktsatz folgt die Behauptung. O

Mit

9
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Seien nun v; ¢ und v, ;, stetig differenzierbar und es seien die Kompatibilitdtsbeding-
ungen (7) - (10) erfiillt. Fiir jeden Startwert in X konvergiert die Folge der Picard Iterier-
ten beziiglich der Norm || - || und somit gleichméfig gegen die eindeutige Losung ¥ aus
dem Satz. Setzen wir 19&01 = 0 fiir ¢ = 1, 2, so sind die Iterierten 19?} stetig partiell differen-
zierbar. Durch Induktion folgt nun, dass alle 9*! fiir k& > 1 stetig partiell differenzierbar
sind und die Folgen der partiellen Ableitungen gleichméfig konvergieren. Hieraus folgt,
dass 0 stetig partiell differenzierbar ist. Mit (38) erhélt man dann, dass 9 eine klassische
Losung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) ist.

Dies bedeutet, dass die Fixpunktgleichung F1 = 1 dquivalent zum Anfangs- und
Randwertproblem (1) - (6) ist, wenn die Anfangs- und Randwerte stetig differenzierbar
sind und die Kompatibilitdtsbedingungen (7) - (10) erfiillt sind. Fiir die Existenz und Ein-
deutigkeit der Fixpunktgleichung F'1 = 9 werden aber nur die Stetigkeit der Anfangs- und
Randwerte und nur (7) + (8) gefordert. Daher heilen Losungen der Fixpunktgleichung
FvY = 9 verallgemeinerte Losungen des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6).

2.5 Picard Iteration

Ist ¥ die eindeutig bestimmte stetige Losung der Fixpunktgleichung F'v = ¢ aus Satz 4,
so konvergiert fiir jedes 9% € C' ([0, L] x [0,7T],R?) die Folge der Picard Iterierten

I = polHl ke N (44)

in C ([0, L] x [0,T],R?) gegen die eindeutige Lésung 9 aus Satz 4. Fiir die Komponenten
von I*+U erhalten wir mit (38) die Darstellungen:

(g 1) = A0 eI Uy g(x — vit)
vy

1

T

t t—T1
1 L0 /e_Tl I (5 — vt — 7),7) dr
i

1 [t e
—1—1(:.17T](t)i/t_vxle 98 (e — oy (t—7),7)dr

__z_ T
1 t ”Tlﬂin t— — 45
0T (1) o

und:

() = 1 o, 2] (1) €T3 Voo (z + vat)
v2
1 t R e S
O [ Tttt 7).

* Tug

1 [ _t=r
fla. g3 [ T olerue-nrar

vy t— Ll;OE

e (1) T Vg in (t L= I) (46)

vy 7 UQ

Auswertung von 19[2]6“} (x —v1(t — 7),7) und einsetzen in (45) liefert fiir 19[1k+2] (x,t) einen
Ausdruck mit 10 Summanden. Aus einem Term fiir 19[10} (x,t) werden 10 Terme fiir 19[12] (x,t).
Diese Vervielfachung setzt sich entsprechend mit jedem Iterationsschritt fort. Hinzu kommt
die Komplexitét der auftretenden Mehrfachintegrale, welche die numerischen Kosten der
Berechnung noch mehr erhoht. Das gleiche gilt fiir die Komponente ﬁgc] (x,t). Daher ist
die Berechnung der Picard Iterierten fiir eine hohe Anzahl von Iterationsschritten mit
sehr hohen numerischen Kosten verbunden.

10
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3 Approximationsverfahren

3.1 Motivation

Mit der Picard Iteration steht grundsétzlich ein numerisches Verfahren zur Bestimmung
von Approximationen fiir die eindeutige Losung der Gleichung F1 = 9 aus Satz 4 zur
Verfiigung. Wie bereits angesprochen, ist die Berechnung der Picard Iterierten mit sehr
hohen numerischen Kosten verbunden, insbesondere fiir eine groffe Anzahl von Iterati-
onsschritten. Wir werden daher hier ein alternatives Verfahren zur Losung der Gleichung

FvY = 9 entwickeln, welches mit geringeren numerischen Kosten verbunden ist.

3.2 Lineare Spline-Interpolation

Es sei 9 die eindeutig bestimmte Losung der Integralgleichung F1J = 9, d.h. fiir ¢, = 1,2

mit i # j gelte:

_t
Q9Z-(ZL‘, t) = 1[0771.(96)] (t) e T 191-’0(1‘ — )\it) + 1(Ti(x),T] (t) e

1 ¢ _t=7
+1[0,n.(x)](t)f/o T — Milt — 7),7) dr

1 ¢ _t=7
+1(T¢(x),T](t)f/t ()6 T Jj(x — Ni(t —7),7)dT
? —Ti\T

Nun seien Ny, Ny € N. Wir setzen:

L T

= hy— —
1 N17 2 N2

und betrachten die linearen Splines sy ,,,,, S2.m, : R =+ R,

S1,m1 (IL’) = 1[(m1*1)h1 ,(m1+1)h1}($) (1 - ‘I'Nl - ml’) ) mp € {07 R Nl}
SQ,mz(t) = 1[(m2—1)h2,(m2+1)h2} (t) (1 - |tN2 - m2‘) > mo € {O’ SR NZ}

sowie die linearen Spline-Interpolierenden:

Ny No

Pspi(T,t) = Z Z Vi(mahi, maha) s1.m, () S2.m, () 4 i=1,2

m1=0 ma=0

Mit den Anfangsbedingungen folgt:

Ny
PepilT,t) = Z Vi 0(mahy) 81,m, (1) S2,0(%)

m1=0
N1 No

+ Z Z Vi(mahy, mahy) 81m, () S2,m, (1) i=1,2

m1=0mo=1

Fiir die Komponenten erhalten wir mit den Randbedingungen:

N1 N2
Ospi1(z,t) = Z to(mihy) $1m, () s20(t) + Z V1.in(maha) $1.0(2) S2.m, (1)
m1=0 mo=1
N No

+ Z Z 191(m1h17m2h2) S1,mq (J}) 52,m2(t)

mi1=1mo=1

11
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und:
Ny N2
Pepa(T,t) = Z Va,0(mih1) s1,m, (7) s2,0(t) + Z V2,in(Ma2h2) s1,5, () S2,m, (t)
m1=0 mo=1
Ni—1 N
+ 3N Oa(mahy, mohs) $1m, () S0, (t) (54)
m1=0mo=1
bzw.:
N Np
popa(@,t) = filz,t)+ Y D Di(mihy, maha) s1m, () s2.m, (t) (55)
mi1=1mo=1
Ni—1 Ny
Popa(T,t) = folw,t)+ Y > Va(mihy, maha) s1m, () s2.my (t) (56)
m1=0 mo=1
mit:
N1 N2
filz,t) = Z V1,0(m1h1) s1m, () s20(t) + Z V1,in(Mahsa) 51,0(7) S2,m, (1) (57)
m1=0 mo=1
N1 N2
folw,t) = Pa0(miha) s1m, (%) 520(t) + Y Vain(mahs) 51,5, (%) $2.m, (1) (58)
mi1=0 mo=1

3.3 Gleichungssystem
Einsetzen der Spline-Interpolierenden (55) + (56) fiir die Integranden in (47) liefert:

Dla,t) ~ Lot e T diole = M) + Ly ) e T Vinlt — 7i(2))
+ 10,7 ()] T T; gpspj —N(t—7),7)dr
+ 1), /t T; gospj( —\N(t—7),7)dT,
i,j=1,2,i# " (59)
bzw.:
Vi (z,t)
~ Lo (8 e T 900 — Mt) + Loy a1(D) e T Ipan(t — ()
e T

folx = M (t —7),7)dr

.,
e T1

t
+hmmm@[ﬁ

ey 11 () / fole = Mt — 7)) dr

—71()
Ni—1 N»

te_Ti1
+ Z Z 192 mlhl,mth) (1[0 71(2)] ( )/; Tl SLml(Z’ — )\1(25 — T)) Sgymz(’i’) dr

m1=0mo=1

.,
e T1

t
+ 1(ry @), 1 (t) / T $1my (T — A1t — 7)) S2,my (7) dT) (60)
t 1

—71(x)

12
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(61)

(62)

und:
l92(3:7t>
__t To(z)
R 1o, @) (t) e 2 Ua0(T — Aot) + L), m(t) e T2 Voup(t — T2(2))
t o=
+lp @) [ S filo = dalt = 7)) dr
o 12
t e—t;—;
+1(72(m),ﬂ(t)/ T filx = Xo(t —71),7)dr
tom(x) 12
N1 Na t e—T—;
+ V1(mihy, mah 10, 7o) / S1my (X — Ao(t — T)) Som, (T) dT
§17§111122) [0(()0T2 1my ( 2( )) S2.my (T)
t o T
@ [ s =l = 7)) sa(r) dr
tom(x) 12
Mit:
t =T
bi(x,t,my,me) = 1[0,71(3[:)}(75)/ T S1my (@ — AL (t = 7T)) Som, (T) dT
0 1
t o T
o [ s = M= 1) s () dr
t—71(x) 1
t e_tTTT
b2($,t,m1,m2) = 1[0,7'2($)}(t)/ T 517m1($—)\2(t—7)) 82,m2(7—)d7_
0 2
e_%

g1 (I, t) = 1[077—1(@} (t) e T1 19170(1’ — )\175) —+ 1(71(33)77“} (t) e T ﬁl,in(t — T (l‘))

t—71

e T

¢
+1[0771(x)](t)/ T folx = M\ (t —7),7)dT
0 1

t—7

e n

¢
—l-l(ﬁ(x),T}(t)/ folx = M (t —7),7)dr
¢

—71(z) 1
-169)

__t
gg(x,t) = 1[0,72(1)](15) e T2 192,0(.T — )\Qt) + 1(72(96)’7“} (t) e T2 qJy m(t — TQ(.CE))

erhalten wir:

Ni—1 N>

O1(x,t) = Y Da(maha, maho) bi(x,t,my,ms) =~ gi(x,t)

m1=0 ma=1
Ny N

192(%,25)— Z Z ﬁl(mlhl,mghg) bg(ZL’,t,ml,mg) ~ gg(l’,t)

mi1=1mo=1

Fiir 94 (x,t) werten wir dies aus in den Nj Ny Gitterpunkten:
{(u1hi, poho) + (pa,p2) € {1, N1} x {1,..., Na}}

13
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und fiir Yo(z,t) in den Ny N, Gitterpunkten:

{(uaha, poho) © (pa, p2) € {0,..., Ny — 1} x {1,..., Na}}
Also:

Ni—1 N>

191(,“1}11,#2}12) - Z Z 792(m1h1>m2h2)bl(ﬂlhla,th%ml;mZ)

m1=0mao=1

Q

lulzl,...,Nl,/,LQ:l,...,Nz,
N1 N2

192(#1}117#2}12) - Z Z 791(m1h1>m2h2>b2(/v‘1h17,u2h27m17m2)

mi=1mao=1

Q

/,leo,...,Nl—l,/,62:1,...,]\[2

bzw.:

Ni—1 N»
ﬁl(ﬂlhbﬂﬂm) - Z Z 192(m1h17m2h2)bl(#1h1,/l2h27m1,m2)
m1=0mo=1

gl(ulhlanhQ)? /~L1:17"'7N17M2:17"‘7N27
Ny No

Q

(69)

91(M1h17u2h2)7

(70)

92(,“1}117,”2}12)7

(71)

(72)

Vo ((p1 — 1)hy, poho) — Z Z V1 (mihy, mahy) by ((p1r — 1)ha, pi2ha, my, my)

mi1=1mo=1

=~ gg((/ﬁl—]_)hl,/ighg), ,LL1:17...,N1,/,62:]_,...7N2

Fir die N; Ny unbekannten Werte
{01 mihe maha) = (ma,ma) € {1, N} {1, Mo}
und die N;N; unbekannten Werte
{192(m1h1,m2h2) : (my,me) €40,..., Ny — 1} x{1,..., Ng}}

sollen Naherungswerte bestimmt werden. Hierzu setzen wir zunéchst:

191(m1h1,m2h2) 5 mp € {1,...,N1}

O(my, mo) =
( ! 2) {192((m1—N1—1)h1,m2h2) 3 mle{N1+1,...,2N1}

Dann erhalten wir:

2N7 No
@(,UMNZ) - Z Z @<m1am2) bl(,ulhla/@h%ml — Ny — 1,m2)
mi1=N1+1mo=1
g1(phy, pohs), pr=1,..., Ny, up=1,..., No,
N1 N
O(p1 + Ny, pi2) — Z Z ©(m1, m2) ba((p1 — 1)ha, p2ho, ma, mo)
mi1=1mo=1

g2<(lu1_1)h17:u2h’2)7 u1:17"'>N1>M2:17"'aN2

Q

Q

Mit

Oél(,ub Ha2, M1, m2>

_ { Opur yma Opug,ma ) my € {1,..., Ny}
—bi(phi, poho,my — Ny —1,my) , mq € {N1+1,...,2N;}

14
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und:

aQ(ul; Mo, My, m2)

_ { —ba((p1 — 1)ha, poho, mi,ma) my € {1,..., Ny} (20)
5M1+N1,m15u2,m2 , My € {N1+1,...,2N1}
erhalten wir fiir gy = 1,..., Ny, uo = 1,..., No:

IN; N

Z Z O(m1, ma) ar(p, o, m1, ma) =~ gi(p1hy, pohs) (81)
mi1=1mo=1

2N} N

> D Olma,ma)anlus, o, mama) = ga((kr — D, poho) (82)

mi=1mo=1

Wir bestimmen nun Néherungswerte O, (m1, ms) fiir ©(my, my), indem wir in (81) und
(82) Gleichheit fordern, d.h. wir betrachten das lineare Gleichungssystem:

INT N
Z Z Oupp (1, ma2) e (pin, p2, M1, m2) = gi(paha, pohs) (83)
mi1=1mo=1
2N1 N,
Z Z Ouapp(m1, ma) aa(pir, fro, my,ma) = ga((p1 — 1)ha, prohs) (84)
mi1=1mao=1
H1 = ]_,...,Nl (85)
M2 = 1,...,N2 (86>
Dies sind 2/N; N, Gleichungen zur Bestimmung der 2N; Ny Werte:
{@upplma,ma) : (my,ma) € {1,...,2N1} x {1,..., Na} } (87)

3.4 Transformation des Gleichungssystems

Um das LGS in gewohnter Form darzustellen, transformieren wir das 2D Gitter
M= {(ml,mg) cmy€{1,..., 2N}, ms € {1,...,1\@}} (88)

auf ein 1D Gitter. Zur Nummerierung der Gitterpunkte wéhlen wir eine lexikographische
Anordnung, d.h. wir nummerieren Linie fiir Linie durch. Hierzu definieren wir

p:{1,...,2N1N2}—>{1,...,2N1}X{l,...,NQ} (89)
durch:

Mod(k — 1,2N;) + 1

(k) = oodth LA (90
Quotient(k — 1,2N;) + 1

Dabei bezeichnet Mod(m,n) den Rest bei der Division m/n, und Quotient(m,n) liefert

den ganzzahligen Anteil, d.h.: m = Quotient(m,n)n + Mod(m,n). Die Nummerierung

kann dem folgenden Schema leicht entnommen werden:

(N2—1)2N1—|-1 (N2—1)2N1—|-2 N9 2N; — 1 N 2N;
(Ny —2)2N; +1 (Ng—2)2N; +2 ... (Na—12N;—1 (No—1)2N;
j2N; + 1 JONI+2 L. (12N -1 (j+1)2Ny
2Ny +1 2N; +2 2-2N; —1 2-2N;
1 2 2N; —1 2N

15
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Satz 5. Die Funktion p ist bijektiv und die Umkehrfunktion
p ol 2N x {1 Nt = { L 2N Ny} (91)

st gegeben durch:
pil(ml,mQ) = (mg — 1) 2N1 + mq (92)

...............

ist bijektiv und p~! ist die eindeutig bestimmte Umkehrfunktion. O

3.5 Darstellung des Gleichungssystems

Das LGS kann nun geschrieben werden in der Form:

2N1 N2

Z Oupp(D1(K), p2(k)) ar(prhy, paho, p1(k), p2(k)) = gi(uihy, p2hs) (93)
=1

2N1 N2

Y Oupp(p1(k), pa(k)) as(paha, poha, pr (k). pa(k)) = ga((pr — Dha, pioha) — (94)

pr = 1,...,N; (95)
o = 1,..., Ny (96)
Wir setzen:
olpa, iz, M1, M) = { a (pi, pra, M, ma) ) p=1,..., Ny (97)
az(p1 — Niypio,ma,ma) =N+ 1,...,2N,

Weiterhin sei:

g1(p1ha, pohs) : pr=1,...,N;

’ _ 98
g(,u1 M) { gz((#l — Ny — 1) hl,ﬂ2h2) , =N +1,...,2N; ( )
Hiermit erhalten wir nun das LGS in der Form:
2N1 N»
Z a(pl(i)7p2(i)vpl(k>7p2(k)) @app(pl(k)ap2(k)) = g(pl(l),pz(l)) (99)
k=1

i = 1,...,2N;N,  (100)

3.6 Approximationen
Ist das LGS gelost, so erhélt man dann durch
©1(myhy, moha) = Ogpp(my, ma) (101)
p2(myhy,mohs) = Ogpp(my + Ny + 1,ms) (102)
Naherungswerte fiir ¥4 und 9, in den Gitterpunkten. Die Approximationen 01 (2, t)

und Vg gpp (2, t) definieren wir nun durch:

N1 N

Dapp(2,t) = filz, )+ D> > @1(mihy, maha) $1.m, () s2.m, (£) (103)

mi1=1mo=1
Ni—1 N3y

Daapp(2,1) = fo(m,8) + D> Y @a(mihy, maha) $1.m, () s2.m, (£) (104)

m1=0 mo=1

Es gilt dann 9; 4, (p1h1, p2he) = @i(p1ha, p2he) in den Gitterpunkten.

16
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4 Validierung

4.1 Benchmark Lésung

Zur Validierung des Approximationsverfahrens ist es wiinschenswert, eine exakte Losung
zur Verfiigung zu haben, die mit der approximativen Losung verglichen werden kann. Da
fiir den allgemeinen Fall keine exakte Losung zur Verfiigung steht, werden wir hier fiir
einen Spezialfall eine exakte Losung als Benchmark Losung konstruieren.

4.1.1 Stationire Losung

Wir betrachten hier den Fall konstanter Eintrittstemperaturen sowie das unbeschriankte
Intervall [0, 00) anstelle des beschrénkten Intervalls [0, 7). In diesem Fall konnen wir das
Verhalten fiir ¢ — oo untersuchen. Es sei ¢ eine klassische Losung von (1) - (6), die
fur alle t € [0, 00) existiert. Aufgrund der konstanten Eintrittstemperaturen kénnen wir
annehmen, dass fiir t — oo die Zeitableitungen verschwinden und definieren:

uy(z) = lim ¥4 (z, 1),

t—o00

ug(z) = lim Yo(z, t)

t—o00

(105)

Von (1) - (6) erhalten wir dann, dass u = (u1,us)? eine klassische Lésung des folgenden

Randwertproblems ist:

d
uwh “;f) — w(z) —w(z), z€(0,L) (106)
d
vy Ty “;f) — w(z) —w(z), x€(0,L) (107)
u1(0) = Vrin (108)
up(L) = o (109)
Dieses Randwertproblem besitzt die wohlbekannte, eindeutig bestimmte Lésung:
o Yuin—Y2,in _
u1<x> = 191,?1 m*ﬂs;:vl no " —nz =y (110)
ﬁl,in—m(l—en) , n#0
vo T
1912'”—%(1)11114‘%) s 7]:0 11
U2<$> = 791,z’n . lljlv,ili—lizf:]; o % e—nx) , n#£0 ( )
vg T
mit: ] ]
= — 112
m () T1 (%) T2 ( )
4.1.2 Konstruktion einer Benchmark Lésung
Wir suchen nach Loésungen der Form:
D, t) = u(z) + e Ply(x) (113)

mit der stationdren Losung u. Fiir ¢ = 1,2 folgt dann:

8192 ('ZE, t) o dul(z) az+p6t ax+ 5t dyl(x)
ox N dx tae vi(z) +e dz

6191 (l’, t) o az+pGt

o Be yz(x)

17
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und somit:

gﬁl($’t)+vlgl91(x’t)+191(37715)_7.92(%,25) _ €a$+6t(<

B+ via + i) y1(x)

ot Oz Ty Ty
. dy;;x) B sz(fr)) (114)
%192(33,15) — vy a% Do () — 791(““"’”;2192@’ D _ gouent ((6 — a4+ T%) yo()
o dy;ix) B le(:)) (115)

Dies bedeutet, (113) liefert eine Losung des Randwertproblems (1) + (1) + (5) + (6)
genau dann, wenn y eine Losung des folgenden Randwertproblems ist:

dys(x) _ wi(x)
V2 —

o 28 ) o, ) D ) = =0 (116)

und (o, ) eine Losung des linearen Gleichungssystems:

1 1
ﬁ+vla+ﬁ:0, 5—1}206—'—?2:0 (117)

Die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems ist gegeben durch:

T —T5 vy + vo15

o0=F——"", b=—r"Fr 118
(Ul + UQ)TlTQ (1)1 + ’UQ)TlTQ ( )
Satz 6. (Benchmark Lésung) Wir setzen:
! (119)
Wy = ———
\/’U1U2T1T2
Ezistiert eine Zahl m € NU {0} mait
T
WOL:§+m7T, (120)
so st fiir beliebige Konstanten C' durch
(T =Ty z—(vy Ty +wp To) ¢ .
Yi(x,t) = w(z)+e (v1+v2) Ty Ty C' sin (wo) (121)
(T1=Ty) z—(vg T1+v To) & T,
99(2,8) = wp(a)+e i Oy cos (woa) (122)

Va2l

eine Losung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) mit den speziellen Anfangs-
profilen

(T =Ty =

tho(z) = wi(z)+etrm2T C sin (woz) (123)
Vao(z) = wua(x) —i—e% C Z;% cos (wox) (124)
gegeben.
Beweis. Der Beweis folgt aus der oben durchgefiithrten Analyse. O]
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4.2 Linienmethode

Zum Vergleich des Approximationsverfahrens mit einer anderen numerischen Methode
betrachten wir hier eine Linienmethode [15] (Method of Lines - MOL). Wir konstruieren
dabei eine numerische Losung mit einer Semi-Diskretisierung, indem nur die rdumliche
Variable x diskretisiert wird.

Wir betrachten eine dquidistante Zerlegung des Raumintervalls [0, L] mit der Schritt-
weite Az und erhalten:

L
v =1Azx, 1=0,...,N, Ax:N, N e N (125)
Da auf der Priméarseite der Randwert im Punkt = 0 und auf der Sekundérseite der
Randwert im Punkt © = L gegeben sind, approximieren wir die rdumliche Ableitung
von Y, durch eine Riickwértsdifferenz und die rdumliche Ableitung von 15 durch eine
Vorwirtsdifferenz. Wir erhalten:

8791(.131‘, t) ~ 191 (.I‘i, t) — 791(.1}',1, t)

~  =1,.... N 12
ox Az ’ ’ Y (126)
8192 (.ﬁﬂi, t) 192 (xi+1: t) — 192 ($i, t) .
R S AP =0,....,.N—=1 12
ox Ax ’ 1=0,.., (127)

Das PDE System (1) + (2) liefert nun:

d Y1 mon (i, t) — V1 morn(Tiz, t)
7 Y mor(xi, t) + v ( Az
_ VYo mor (i, ) — V1 morn (@i, t) ’ i=1.. . N (128)
T,
d Vo vorn(Tig1,t) — Vo, mor (w4, t)
T Yo morn (i, t) — vs ( Ar
- ﬁlvMOL(x“t); Ya.n101 (2, ) ., i=0,...,N—1 (129)
2

Hierbei bezeichnen ¥4 pror(x;, t) und Ys pror (24, t) die Approximationen der Werte 94 (x;, t)
und Yy(x;,t) durch die MOL Methode. Die Anfangsbedingungen (3) + (4) fithren zu:

ﬁl,MOL(xzﬁ 0) = 19170(5(72‘) s Z = 0, ceey N (130)
?92,MOL(33@', 0) = 192,0(1'2') ) i1=0,...,N (131>

und aus den Randbedingungen (5) + (6) erhalten wir:

d B 1 U1 U1
£191,M0L(1'1,t) = (Tl + A.T) Y1, mon(z1,t) + Ar V1,in(t)
1
+ Vo, mor(21,1) (132)
1
sowie:
d 1 ) v
T Vo morn(Tn-1,t) = — (772 + A_?r> Yo morn(Tn_1,t) + A_jc Va,in(t)
1
+o V1morn(TN-1,1) (133)
P
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Schliefllich erhalten wir fiir die inneren Punkte:

d 1 1 (%1
— irt = —\ 7= — |V irt — v i-1,1t
I 1mor (i, t) (T1+A3:) 1mor(z )+A;1: Lmorn(®i—1,t)
1
—|——192,MOL(xZ-,t), 222,,N
T
d 1 () Vg
L o) = —(=+-2)v ot) + <2 st
o o.moL (i, ) (T2+Aa:) o.morL( )+Aa: o.m0L(Tit1,1)
1
+_791,MOL(xi7t>7 iZO,...,N—2
Ty

(134)

(135)

Die Gleichungen (130) - (135) liefern ein Anfangswertproblem fiir die MOL Losung. Setzen

wir: )
—(%ﬁﬁ) , k=jAnje{l,...,N}
—(T%Jrﬁ) , k=jAje{N+1,.. 2N}
s , k=j—1Anj€e{2,...,N}
ik = = , k=j+1AjE{N+1,...,.2N -1}
7 , k=j+NAje{l,...,N}
7 L k=j—-NAje{N+1,...,2N}
0 , sonst
\
und:
(t) V1oL (i, t) , 1€{1,...,N}
Zi =
Yomor(i—n-1,t) , 1€ {N+1,...,2N}
sowie:
L n(t) , i=1
bi(t) = & Vam(t) . i=2N

0 , sonst

ﬁl,O(xi) ) i€ {LaN}
c; =
ﬁg’g(fﬁi_]\[_1> > 1€ {N + 1, Ce ,2N}

kann das Anfangswertproblem (130) - (135) geschrieben werden in der Form:

d
pr z(t) = Az(t) +b(t), 2(0) =c

mit:

(2i(t)) i1, .. N

A = (ajk);per. on

b(t) = (bi(t))is, _on
c = (Ci)izl ..... 2N

20
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4.3 Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt behandeln wir ein numerisches Beispiel, bei dem wir eine exakte
(klassische) Benchmark Losung mit der approximativen Losung und der MOL Lésung
der Linienmethode vergleichen. Alle Berechnungen wurden mit der Software Mathematica
Version 13.3 durchgefiihrt. Fiir die numerische Losung des Anfangswertproblems (140)
wurde die NDSolve Routine verwendet.

Wir betrachten einen Gegenstrom-Waéarmetauscher mit den folgenden Daten:

T T
191,m =60°C, 792,m =20°C, T =—, Ty = — (145>
10 8
sowie: L2
-8~ - 146
TS T ey T, (146)
Die stationére Losung ist hier gegeben durch:
| (5)t
w(z) = 60°C —40°C — (147)
| )
1 — 42 6*(3*%)%
us(z) = 60°C —40°C 25 — (148)
1 _ 4x2 e*(r%)
25
Wegen
1
Wy = ——— T (149)

vV Ul’UngTQ B 2L

ist die Bedingung (120) erfiillt. Satz 6 liefert nun, dass fiir beliebige Konstanten C' durch
(121) + (122) eine klassische Losung des Anfangs- und Randwertproblems (1) - (6) mit
den speziellen Anfangsbedingungen

gegeben ist. Fiir die Konstante C' wihlen wir den Wert C' = —20 °C' und erhalten fiir die
klassische Losung die Darstellung:

2 x w2450 t
Vi(z,t) = w(x) —20°Ce 4=+ 1L (=) sin (%) (151)
. _ 7722 £7<87r§+50)i T
Uo(z,t) = wug(x) —8w°Ce 4=+ 1 U=+ /T cos <Z> (152)
und somit die Anfangsprofile:
2 z
Vip(x) = wuy(z) —20°Ce 4=+ T gin <%> (153)
Vao(z) = wus(z) —8m°Ce 4=+ T cos (%) (154)

Um die Losungen in 2D Plots darzustellen, betrachten wir die folgenden Referenzpunkte:

L

— ) =0,...,10 155
10’ ] ) ) ( )

Ij:j
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Abbildung 1 zeigt im Ortsintervall [0, L] die stationdre Losung (147) + (148) sowie
die Anfangsprofile (153) + (154). In Abbildung 2 ist die klassische (exakte) Losung (151)
+ (152) fiir (x,t) € [0, L] x [0, T] zu sehen und in Abbildung 3 ist die exakte Losung in
allen Referenzpunkten von (155) im Zeitintervall [0, 7] dargestellt.

u1(x), 91,0(x) uz(x), 92,0(x)

60 °C = 50 °C

25°C

o
N
al
~ | x

Abbildung 1: Stationdre Losung und Anfangsprofile (gestrichelt) auf der Primérseite
(links) und auf der Sekundérseite (rechts) im Ortsintervall [0, L].

Abbildung 2: Klassische Losung auf der Primérseite (links) und auf der Sekundirseite
(rechts) fiir (x,t) € [0, L] x [0,T].

©1(x;,t) S2(x;,1)
60 °C- 50 °C
45 °C/ 35 oC
25 °C ¢ 20°C t
0.1 05 1 71 0.1 05 1 71

Abbildung 3: Klassische Losung auf der Primérseite (links) und auf der Sekundérseite
(rechts) fiir alle Referenzpunkte von (155) im Zeitintervall [0, 7).

22



F. Miiller Ein Approximationsverfahren fiir die Temperaturen ...

Da bei den Austrittstemperaturen (z = L auf der Primérseite und z = 0 auf der
Sekundérseite) der grofite Fehler zu erwarten ist, werden in Abbildung 4 an diesen Stellen

die Werte der exakten Losung verglichen mit der approximativen Losung (gestrichelt) fiir
N1 =2 und NQ = 2,4,6,8.

1(L,t) ©2(0,t)
40°C 50 °C- L
s‘e“ lllllll &“w ||||||||
25°Ch ¢ 25°ch” t
0.1 0.5 1 7 0.1 0.5 1 7
G1 (L’t) GZ(O’t)
40 °C 50 °C
25°CF ¢ 25°cF t
0.1 0.5 1 7 0.1 0.5 1 7
o1(L,t) 92(0,1)
40 °C 50 °C
25 °C i o5°cf t
0.1 0.5 1 7 0.1 0.5 1 7
1(L,Y) ©2(0,1)
40 °C 50 °C
25 °C t  25°C t
0.1 0.5 1 7 0.1 0.5 1 7

Abbildung 4: Austrittstemperaturen der klassischen (exakten) Losung verglichen mit der
approximativen Losung (gestrichelt) auf der Primérseite (links) und auf der Sekundérseite
(rechts) fiir Ny = 2 und Ny = 2 (oben), Ny = 4 (zweite Reihe), Ny = 6 (dritte Reihe) und
Ny = 8 (unten) im Zeitintervall [0, T7).

23



F. Miiller Ein Approximationsverfahren fiir die Temperaturen ...

Obwohl mit N; = 2 eine sehr grobe Ortsdiskretisierung vorliegt, ist zu erkennen,
dass fiir wachsendes Ny sich die approximative Losung schon sehr gut an die exakte
Losung anndhert. In Abbildung 5 werden die Austrittstemperaturen der exakten Losung
verglichen mit der MOL Losung (gestrichelt) fiir N = 2,4, 6,8. Es ist zu erkennen, dass
sich fiir wachsendes N die MOL Losung an die exakte Losung annéhert.

o1(L.1) 62(0,1)
50 °C |

40 °C -

25 °CF

25 °C t t
0.1 0.5 1 7 0.1 0.5 1 7
¢1(L,t) ©2(0,t)
50 °C |
t 25 °C t
1 71 1 7
92(0,1)
50 °C |
25°C t  25°C t
1 7 1 7
o1(L.Y) 92(0,1)
50 °C |
40 °C
25 °C t  25°C t
0.1 0.5 1 71 0.1 0.5 1 7

Abbildung 5: Austrittstemperaturen der klassischen (exakten) Losung verglichen mit der
MOL Loésung (gestrichelt) auf der Primérseite (links) und auf der Sekundérseite (rechts)
fir N = 2 (oben), N = 4 (zweite Reihe), N = 6 (dritte Reihe) und N = 8 (unten) im
Zeitintervall [0, T].
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Fiir einen besseren Vergleich der exakten Losung mit der approximativen Losung und
der MOL Losung, fithren wir weiterhin die folgenden Fehler ein:

19i 7t - 191 a ;t .
ei7app’N1’N2(x7 t) — | (l' ) K ’ Pp(x )| , 7 = 172 (156)

‘791'(%15) - ﬁi,MOL(l’atﬂ
K )

61'7M0L7N(Z’,t) 1= 1,2 (157)
Wie tiblich werden hier Temperaturdifferenzen mit Kelvin (K) statt mit Grad Celsius
bezeichnet. Es ist zu beachten, dass die Zeitintegration des Anfangswertproblems (140)
von der NDSolve Routine in Mathematica durchgefiihrt wird.

In Abbildung 6 bzw. Abbildung 7 sind die Fehler ey qpp5.20(25,t) und ez gpp520(2;, )
bzw. die Fehler ey apjor20(%;,t) und es por20(zj,t) fiir 7 = 1,5,10 auf der Primérseite
sowie j = 0,5,9 auf der Sekundérseite im Zeitintervall [0, 7] zu sehen.

€1,app,5,20(X1,t) €1,app,5,20(X5,t) €1,app,5,20(x10,1)
0.06 0.2 0.35
t t t
0.1 1T 0.1 1T 0.1 1 T
€2 app,5,20(x0;t) €2 app,5,20(X5,t) €2 app,5,20(x9;t)
0.5, 0.3 0.25 —M
hmmh t t t
0.1 1 T 0.1 1 T 0.1 1 T

Abbildung 6: Fehler der approximativen Losung fiir Ny = 5 und Ny = 20 in den Punkten
x1, s, T10 auf der Primérseite sowie zg, x5, 9 auf der Sekundérseite im Zeitintervall [0, T7].

€1,M0L,20(X1.1) €1,MOL,20(X5.1) €1,MOL,20(X10,1)
0.06 0.15 04
t t t
0.1 17 0.1 17 0.1 17
€2,MOL,20(X0.1) €2 MOL,20(X5.1) €2 MOL,20(Xg.1)
0.9+ 0.8 0.25

t

T 0.1

t

T 0.1

7
-
|

0.1

—_
—_

—
\'

Abbildung 7: Fehler der MOL Loésung fiir N = 20 in den Punkten xi, x5, x19 auf der
Primérseite sowie zg, x5, 9 auf der Sekundérseite im Zeitintervall [0, T7).
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Die Fehlerverldufe der beiden Verfahren in den Abbildungen 6 und 7 zeigen unter-
schiedliches Verhalten. Dabei wurde fiir die MOL Methode der Wert von N so gewéhlt,
dass die maximalen Fehler ndherungsweise gleich sind.

In Abbildung 8 bzw. Abbildung 9 sind die Fehler e; 4 10,50(;,t) und €z app.10,50(%;, t)
bzw. die Fehler e por,200(25,t) und es por200(xj,t) fiir j = 1,5,10 auf der Primérseite
sowie j = 0,5,9 auf der Sekundérseite im Zeitintervall [0, T] zu sehen.

€1,app,10,50(X1,t) €1,app,10,50(X5.t) €1,app,10,50(X10,1)
0.012 0.05 0.06
t P t ' t
T 0.1 1 7 0.1 1 7
€2,app,10,50(X0,t) €2,app,10,50(X5,t) €2,app,10,50(X9.t)
0.09 0.06 0.015
L__ t b — ' t
T 0.1 1 7 0.1 17

Abbildung 8: Fehler der approximativen Losung fiir N; = 10 und Ny = 50 in den Punkten
x1, s, T10 auf der Primérseite sowie zy, x5, 9 auf der Sekundérseite im Zeitintervall [0, T7.

€1,MOL,200(x1,1) €1,MO0L,200(X5,t) €1,MOL,200(X10,t)
0.008 0.018 ¢ 0.05 "
l\ ~ t t t
0.1 T 0.1 17 0.1 17
€2 MoL,200(x0.t) €2 MOL,200(X5,t) €2,MOL,200(x9,t)

0.025

7

—
~ |~

1

0.1 0.08 -
I t
T

Abbildung 9: Fehler der MOL Losung fiir N = 200 in den Punkten zy, x5, 19 auf der
Primérseite sowie zg, x5, 9 auf der Sekundérseite im Zeitintervall [0, T7].

0.1 0.1

—
\'

Die Fehlerverldufe haben in den Abbildungen 8 und 9 qualitativ wieder das gleiche
Aussehen wie in den Abbildungen 6 und 7. Ein Vergleich der Abbildungen 6 und 7 mit 8
und 9 lésst erkennen, dass die approximative Losung beziiglich der rdumlichen Diskreti-
sierung schneller konvergiert als die MOL Methode.
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