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Ein pragmatisches Modell zur Berechnung
von Kolonnen auf Basis der Analogie von

Stoff- und Wärmeübertragung

Prof. Dr.-Ing. Olaf Strelow

1 Einleitung

Kolonnen sind Apparate, um Flüssigkeitsgemische per Rektifikation zu trennen. In Anlagen
der stoffwandelnden Industrie sind Kolonnen sowie deren Verschaltungen häufig anzutref-
fen. Die Rektifikation erfordert Verdampfung und Kondensation großer Stoffströme und
ist daher sehr energieintensiv. Die optimale technologisch-wirtschaftliche Funktion von Ko-
lonnen wird mit computergestützter Planung, Steuerung, Regelung und neuerdings mit
künstlicher Intelligenz gewährleistet u.a. [1], [2], [3].

Mit Wärmeübetragern werden Prozessströme auf definierte thermische Zustände einge-
stellt, indem ein Prozessstrom mit höherer Temperatur Wärme auf einen Prozessstrom mit
geringerer Temperatur überträgt. Verschaltungen von Wärmeübertragern dienen häufig zur
Wärmerückgewinnung z.B. in Rektifikationsanlagen.

Der Dimensionierung und Simulation von Kolonnen und Wärmeübertragern liegen not-
wendigerweise mathematische Modelle der Stoff- undWärmeübertragung in Form spezieller
Software zu Grunde [5], [6], [10].

Zwischen Prozessen des Stoff- und Wärmeübergangs bestehen gemäß Fick’scher und
Fourier’scher Gesetze starke Analogien. Dadurch ist es möglich, Modelle für Wärmeüber-
trager und deren Verschaltungen formal auf Kolonnen und Kolonnenschaltungen zu über-
tragen sowie auch umgekehrt [7], [8], [9].

Der vorliegende Artikel stellt pragmatische Modelle zur Berechnung von Kolonnen und
Kolonnenschaltungen vor, welche auf der Analogie zur Wärmeübertragung beruhen. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei auf der nutzerfreundlichen, flexiblen Parametrierung der Mo-
delle und vor allem auf der Nachvollziehbarkeit der Resultate. Die Anwendung dieser Mo-
delle erfordert lediglich Standardsoftware sowie ingenieurtechnisch-mathematisches Wissen.
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2 Modelle für Apparate zur Stoff- und Wärmeüber-

tragung

Die Fick’schen und Fourier’schen Gesetze sind mathematische Grundlage sämtlicher Mo-
delle zur physikalischen Beschreibung von Stoff- und Wärmeübertragung in technischen
Apparaten. Diese Gesetze beschreiben Zusammenhänge von Stoff- bzw. Wärmetransport
mit den lokalen Konzentrations- bzw. Temperaturdifferenzen. Die Profile von Konzentra-
tion und Temperatur werden stark von technologischer Führung und Durchmischungsver-
halten der involvierten Prozessströme beeinflusst. Zellenmodelle sind zur Beschreibung von
Phänomenen der Stromführung und Durchmischung hervorragend geeignet.

2.1 Zellenmodelle

Grundsätzlich erfolgt die mathematische Beschreibung von Prozessen der Stoff- und Wär-
meübertragung in Apparaten durch Formulierung und anschließender Lösung gewöhnlicher
sowie partieller Differentialgleichungen. Diese Vorgehensweise unterliegt mit Blick auf die
Lösbarkeit häufig starken Einschränkungen. Dagegen existieren für Zellenmodelle kaum
Einschränkungen. Oft sind Methoden der linearen Algebra ausreichend. Für Apparate der
Stoff- undWärmeübertragung besteht die Anwendung von Zellenmodellen in deren adäqua-
ter Nachbildung als Ersatzschaltung mit einfachen Stoff- bzw. Wärmeübertragungszellen.
Die Simulation der Ersatzschaltungen geschieht durch Lösung der beschreibenden Glei-
chungssysteme [4].

Nachfolgend werden einfach zu berechnende Grundtypen von Wärme- sowie Stoffüber-
tragungszellen gezeigt. Diese Grundtypen gestatten die Erstellung komplexer adäquater
Modelle für Apparate und deren Verschaltungen. Sämtliche Modelle basieren auf Analogie
von Wärme- und Stoffübertragung.

2.2 Wärmeübertragungszelle

Eine Wärmeübertragungszelle ist ein adiabates offenes System, welches durchströmte Räu-
me mit diathermen Zwischenwänden involviert. Abbildung 1 zeigt eine Wärmeübertra-
gungszelle mit zwei getrennten Kammern. In der oberen Kammer fließt ein wärmeabgeben-
der Prozessstrom (heißer Strom) und in der unteren Kammer fließt ein wärmeaufnehmender
Prozessstrom (kalter Strom). Innerhalb eines Raumes liegen für die Führung des jeweiligen
Prozessstroms zwei Grenzfälle vor: ideale Kolbenströmung und ideale Rückvermischung.
Der Übergang zwischen den Grenzfällen verläuft mittels Dispersionskoeffizient stetig.

Abbildung 1: Wärmeübertragungszelle mit zwei Prozessströmen

Die Temperaturdifferenz zwischen heißem und kaltem Prozessstrom bewirkt die Übertra-
gung eines Wärmestroms, wodurch sich die Temperaturen der Prozessströme angleichen.
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Für den Wärmetransport gilt

Q̇ = kwA (Th − Tk) (1)

Der Wärmetransport verursacht Temperaturänderungen, welche durch Betriebscharakteri-
stiken sehr anschaulich quantifizierbar sind. Die Gleichungen (2) gelten für die Betriebs-
charakteristiken ϕh und ϕk und beschreiben dimensionslose Temperaturänderungen der
jeweiligen Prozessströme [9], [10], [11].

ϕh =
T eh − T ah
T eh − T ek

ϕk =
T ak − T ek
T eh − T ek

(2)

Die Betriebscharakteristiken sind aus konstruktiven Daten der Apparate, der Stromfüh-
rung sowie den Stoffwerten der Fluide exakt bestimmbar. Nachfolgend werden ausgewählte
Stromführungen näher erläutert.

2.2.1 Beidseitig ideale Durchmischung

Die Abbildung 2 zeigt das Temperaturprofil einer Wärmeübertragungszelle mit einem wär-
meabgebenden und einem wärmeaufnehmenden Prozessstrom. Beide Prozessströme sind
ideal rückvermischt, wodurch Profile mit örtlich konstanten Temperaturen entstehen. Der
rechte Teil von Abbildung 2 veranschaulicht die Betriebscharakteristiken ϕh und ϕk d.h.
die dimensionslosen Temperaturänderungen der Prozessströme, indem die Differenz der
Eintrittstemperaturen auf den Wert „1” normiert ist.

Abbildung 2: Wärmeübertragungszelle mit zwei ideal durchmischten Prozessströmen

Das Modell für die ideal durchmischte Zelle erfordert zwei algebraische Gleichungen (3).
Die obere Gleichung gilt für den heißen, die untere Gleichung für den kalten Prozessstrom.
Beide Gleichungen beschreiben in Form einer Bilanz den Zusammenhang zwischen Enthal-
pieänderung des Prozessstroms und übertragener Wärme

0 = ṁhch (T
e
h − T ah ) − kwA (T

a
h − T ak )

0 = ṁkck (T
e
k − T ak ) + kwA (T

a
h − T ak )

(3)
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Durch Aggregation von beschreibenden physikalisch-technologischen Größen entstehen di-

mensionslose Zahlen für die ÜbertragungseinheitenNh =
kwA

ṁhch
undNk =

kwA

ṁkck
. Mit diesen

folgt die Lösung für die Ausgangstemperaturen als Funktion der Eingangstemperaturen
�

T ah
T ak

�
=

1

1 +Nh +Nh

�
1 +Nk Nh

Nk 1 +Nh

� �
T eh
T ek

�
(4)

Diese Lösungsgleichung enthält die bereits bekannten Betriebscharakteristiken ϕh und ϕk
für beidseitig ideal durchmischte Zellen indem gilt

�
T ah
T ak

�
=

�
1− ϕh ϕh
ϕk 1− ϕk

� �
T eh
T ek

�
(5)

Die Gleichung (5) beschreibt allgemeine Eigenschaften für Wärmeübertragerzellen und ver-
fügt damit über fundamentale Bedeutung.

2.2.2 Gleichstrom mit Kolbenströmung

Die Abbildung 3 zeigt das Temperaturprofil einer thermischen Zelle, durch welche ein heisser
und ein kalter Prozessstrom per Kolbenströmung gemäß dem Gleichstromprinzip fließen.

Abbildung 3: Wärmeübertragungszelle mit Prozessströmen im Gleichstrom

Die mathematische Beschreibung erfolgt mit zwei linearen Differenzialgleichungen. Für
einen infinitesimalen Abschnitt dξ der Wärmeübertragungszelle stellt die obere Differen-
zialgleichung die thermische Bilanz des heißen, die untere Differenzialgleichung die Bilanz
des kalten Prozessstrom dar.

0 = −ṁhch dTh − kwA (Th − Tk) dξ
0 = −ṁkck dTk + kwA (Th − Tk) dξ

(6)

Mit den Zahlen der Übertragungseinheiten Nh und Nk folgt in Matrizenschreibweise

δ

dξ

�
Th
Tk

�
=

�
−Nh Nh

Nk −Nk

� �
Th
Tk

�
(7)
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Die Lösung der Differenzialgleichung erfolgt sehr effektiv mit der „Eigenwert-Methode”
[14]. Dazu ist die Koeffizientenmatrix N in die Matrix der Eigenvektoren S und die Diago-
nalmatrix der Eigenwerte Λ zu transformieren

�
−Nh Nh

Nk −Nk

�
=

�
1 −Nh

1 Nk

� �
0 0
0 −Nk −Nh

� �
1 −Nh

1 Nk

�−1

N = S Λ S
−1

(8)

Durch Exponieren der mit ξ (dimensionslose Ortskoordinate) multiplizierten Eigenwert-
Matrix und anschließender Multiplikation der Teilmatrizen entsteht die Lösungsmatrix ©

ξ
,

welche den Zusammenhang der Temperaturen an den Stellen ξ = 0 und ξ = 1 herstellt und
damit die Eigenschaft von Betriebscharakteristiken erfüllt.

�
1− ϕh ϕh
ϕk 1− ϕk

�

ξ

=

�
1 −Nh

1 Nk

� �
e0 · ξ 0
0 e−(Nk−Nh) ξ

� �
1 −Nh

1 Nk

�
−1

©
ξ

= S eΛξ S
−1

(9)

Nach Ausmultiplizieren liegen für ξ = 1 geschlossene Lösungen für den Gleichstromwärme-
übertrager in Form der Betriebscharakteristiken ϕh und ϕk vor

�
1− ϕh ϕh
ϕk 1− ϕk

�
=

1

Nk +Nh

�
Nk +Nhe

−Nh−Nk Nh −Nhe
−Nh−Nk

Nk −Nke
−Nh−Nk Nh +Nke

−Nh−Nk

�
(10)

Die Betriebscharakteristiken beschreiben die Zusammenhänge der Temperaturen an den
Stellen ξ = 0 und ξ = 1, d.h. zwischen Ein- und Ausgang.

�
T ah
T ak

�

ξ=1

=

�
1− ϕh ϕh
ϕk 1− ϕk

� �
T eh
T ek

�

ξ=0

(11)

Gleichung (11) beschreibt bekannte Eigenschaften von Gleichstromwärmeübertragern und
besitzt allgemeinen Charakter.

2.2.3 Gegenstrom mit Kolbenströmung

Die Wärmeübertragungszelle gemäß Abbildung 4 durchfließen ein heißer und ein kalter
Prozessstrom ebenfalls per Kolbenströmung aber im Gegenstromprinzip. Die rechte Seite
von Abbildung 4 zeigt Betriebscharakteristiken der Prozessströme ϕh und ϕk mit der auf
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„1” normierten Differenz der Eintrittstemperaturen.

Abbildung 4: Wärmeübertragungszelle mit Prozessströmen im Gegenstrom

Die mathematische Beschreibung erfolgt analog zur Gleichstromzelle per Bilanzmodell.
Die geänderte Strömungsrichtung des heißen Prozessstroms wird durch Multiplikation der
oberen Zeile der Koeffizientenmatrix mit „−1” berücksichtigt. Somit gilt

d

dξ

�
Th
Tk

�
=

�
Nh −Nh

Nk −Nk

� �
Th
Tk

�
(12)

Die Lösung des Differenzialgleichungssystems geschieht ebenfalls über die „Eigenwert-Methode”.
Dazu ist die Koeffizientenmatrix in die Matrizen für Eigenwerte und Eigenvektoren zu zer-
legen. Es gilt

�
Nh −Nh

Nk −Nk

�
=

�
1 Nh

1 Nk

� �
0 0
0 Nh −Nk

� �
1 Nh

1 Nk

�−1
(13)

Durch Exponieren der Eigenwert-Matrix mit ξ = 1 und anschließender Multiplikation der
Teilmatrizen entsteht die Lösungsmatrix

1

Nh −Nk

�
Nhe

Nh−Nk −Nk Nh

�
1− eNh−Nk

�

Nk

�
eNh−Nk − 1

�
Nh −Nke

Nh−Nk

�
=

�
1 Nh

1 Nk

� �
e0 0
0 eNh−Nk

� �
1 Nh

1 Nk

�−1

(14)
Diese Lösungsmatrix stellt den Zusammenhang der Temperaturen an den Stellen ξ = 0
und ξ = 1 her

�
T eh
T ak

�

ξ=1

=
1

Nh −Nk

�
Nhe

Nh−Nk −Nk −Nh

�
eNh−Nk − 1

�

Nk

�
eNh−Nk − 1

�
Nh −Nke

Nh−Nk

� �
T ah
T ek

�

ξ=0

(15)

Bei Gegenstrom liegt eine Besonderheit vor. An den Stellen ξ = 0 und ξ = 1 steht je eine
bekannte Eingangstemperatur und eine unbekannte Ausgangstemperatur. Dies erfordert
eine partielle Invertierung, wodurch der Zusammenhang der Temperaturen zwischen Ein-
und Ausgang entsteht

�
T ah
T ak

�
=

1

Nh −Nke−Nh+Nk

�
(Nh −Nk) e

−Nh+Nk Nh

�
1− e−Nh+Nk

�

Nk

�
1− e−Nh+Nk

�
−Nk +Nh

� �
T eh
T ek

�
(16)
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Für die Bedingung Nh = Nk existiert ein Sonderfall
�
0
0

�
. Nach entsprechender Behandlung

folgt �
T ah
T ak

�
=

1

1 +Nh

�
1 Nh

Nh 1

� �
T eh
T ek

�
(17)

Beide Gleichungen (16) und (17) formulieren die Betriebscharakteristiken ϕh und ϕk für
den Gegenstrom �

T ah
T ak

�
=

�
1− ϕh ϕh
ϕk 1− ϕk

� �
T eh
T ek

�
(18)

Der allgemeine Charakter obiger Gleichung (18) ist offensichtlich.

2.3 Stoffübertragungszellen

Stoffübertragungszellen sind Bausteine für Modelle von Rektifikationskolonnen. Eine Stoff-
übertragungszelle ist ein idealisierter Kolonnenboden, welchen ein flüssiger und ein dampf-
förmiger Prozessstrom passieren. Beide Prozessströme bestehen aus mehreren Komponen-
ten. Aufgrund unterschiedlicher Partial- und Dampfdrücke tauscht jede Komponente eine
individuelle Stoffmenge über die Phasengrenze aus.

Die Abbildung 5 zeigt eine Stoffübertragungszelle mit einem Flüssig- und einem Gas-
raum. Ein Flüssigkeitsstrom fließt von oben nach unten, ein Dampfstrom fließt gegenläufig.
Die Führung der Prozessströme innerhalb des Flüssig- bzw. Gasraumes erfolgt als Kolben-
strömung oder mit teilweiser bzw. vollständiger Rückvermischung

Abbildung 5: Stoffübertragungszelle mit zwei Prozessströmen

Innerhalb der Stoffübertragungszelle herrschen konstanter Systemdruck p und konstante
Temperatur T , somit konstante Dampfdrücke πi für sämtliche i = 1, 2, ..k Komponenten.
Gemäß Raoult’schem Gesetz gilt für den Teildampfdruck πf,i der Komponente i in der
Flüssigphase

πf,i = xi πi (19)

Für den Partialdruck der i-ten Komponente in der Dampfphase pd,i gilt nach dem Dal-
ton’schen Gesetz

pd,i = yi p (20)

Die treibende Kraft für den Stofftransport innerhalb einer Stoffübertragungszelle ist die
Differenz zwischen Teildampfdruck πf,i = xi πi der Flüssigphase und dem Partialdruck
pd,i = yi p der Gasphase. Für die übertragene Stoffmenge der i-ten Komponente gilt

ṅi = ksA (xi πi − yi p) (21)
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Infolge der Stoffübertragung (bzw. des Stoffdurchgangs) ṅi streben Teildampfdruck und
Partialdruck der einzelnen Komponenten ein Gleichgewicht an. Das Phasengleichgewicht
wird dabei nicht zwangsläufig erreicht!

Die Bodencharakteristiken ψf,i und ψd,i formulieren für jede Komponente i dimensions-
lose Änderungen der treibenden Drücke innerhalb der Stoffübertragungszelle. Es gilt

ψf,i =
xeiπi − xai πi
xeiπi − yei p

ψd,i =
yai p− yei p

xeiπi − yei p
(22)

Die Bodencharakteristiken sind aus konstruktiven Daten der Böden inklusive Prozessstrom-
führung und den Stoffwerten der Fluide bestimmbar. Effekte infolge Dispersion, d.h. teil-
weise oder vollständige Quer- und Längsvermischung sind analog zur Wärmeübertragung
modellierbar.

Im Gegensatz zur Wärmeübertragung, bei der sämtliche Komponenten die gleiche Tem-
peratur aufweisen, sind bei der Stoffübertragung die Komponenten separat mit ihren spe-
zifischen Dampfdrücken zu behandeln.

2.3.1 Beidseitige ideale Durchmischung

Abbildung 6 zeigt die Profile von Teildampfdruck und Partialdruck der Prozessströme für
die Komponente i innerhalb einer Stoffübertragungszelle. Beide Prozessströme sind ideal
rückvermischt, wodurch Profile mit örtlich konstanten Dampf- und Partialdrücken entste-
hen. Der rechte Teil der Abbildung 6 veranschaulicht die Bodencharakteristiken ψxi und ψyi
d.h. die dimensionslosen Teildampfdruck- und Partialdruckänderungen der Prozessströme,
indem die Differenz der Eintrittsdrücke den normierten Wert „1” annimmt.

Abbildung 6: Stoffübertragungszelle mit zwei ideal durchmischten Prozessströmen

Das Modell für den ideal durchmischten Boden erfordert zwei algebraische Bilanzgleichun-
gen. Die obere Gleichung (23) gilt für den Flüssigkeitsstrom, die untere Gleichung für
den Dampfstrom. Beide Gleichungen erfassen über je eine Stoffbilanz den Zusammenhang
zwischen Änderung von Dampf- bzw. Partialdruck und übertragener Stoffmenge. Für die
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Komponente i gilt

0 =
ṅf
πi
(πix

e
i − πix

a
i ) − ksA (πix

a
i − p yai )

0 =
ṅd
p
(p yei − p yai ) + ksA (πix

a
i − p yai )

(23)

Durch Aggregation beschreibender physikalisch-technologischer Größen entstehen dimensi-

onslose Zahlen der Übertragungseinheiten Bf,i =
πiksA

ṅf
und Bd =

p ksA

ṅd
. Damit wird die

Lösungsgleichung der ideal durchmischten Stoffübertragungszelle analog zur Wärmeüber-
tragungszelle formuliert

�
πix

a
i

p yai

�
=

1

1 +Bf,i +Bd

�
1 +Bd Bf,i
Bd 1 +Bf,i

� �
πix

e
i

p yei

�
(24)

Gleichung (24) enthält bereits die Beziehungen der Bodencharakteristiken ψf,i für den Flüs-
sigstrom sowie ψd,i für den Dampfstrom. Der Zusammenhang von Teildampfdrücken und
Partialdrücken für i-te Komponente an Ein- und Ausgang lautet

�
πix

a
i

p yai

�
=

�
1− ψf,i ψf,i
ψd,i 1− ψd,i

� �
πix

e
i

p yei

�
(25)

Abbildung 7 zeigt einen wichtigen Spezialfall, bei welchem die beidseitig ideal durchmisch-
te Stoffübertragungszelle das Phasengleichgewicht erreicht, d.h. πixai = p yai . Dies ist der
„Theoretische Boden” gemäß Thiele-McCabe-Diagramm, bei welchem Teildampfdruck und
Partialdruck am Ausgang stets gleich sind. Die Stoffübertragungsfläche strebt in diesem Fall
gegen unendlich.

Abbildung 7: Beidseitig ideal durchmischte Stoffübertragungszelle im Gleichgewicht

Für die Bodencharakteristik ψf.i der Flüssigphase gilt

ψf.i = lim
βA→∞

Bf,i
1 +Bf,i +Bd

=
πiṅd

πiṅd + p ṅf
(26)

Für die Bodencharakteristik ψd.i für die Dampfphase gilt

ψd.i = lim
βA→∞

Bd
1 +Bf,i +Bd

=
p ṅf

πiṅd + p ṅf
(27)
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Gemäß den letzten Gleichungen (26), (27) sowie nach Abbildung 7 im Gleichgewichtsfall
ψf.i + ψd.i = 1. Die Lösungen für den Gleichgewichtsboden stimmen mit den Resultaten
des Thiele-McCabe-Diagramms exakt überein.

Durch gezielte Umstellung folgt eine geschlossene Beziehung für die Konzentrationen
der Stoffübergangszelle an Ein- und Ausgang.

�
xai
yai

�
=

�
1− ψf,i

p

πi
ψf,i

πi
p
ψd,i 1− ψd,i

� �
xei
yei

�
(28)

Diese Gleichung (28) weist allgemeine Eigenschaften auf, wie nachfolgend wiederholt auf-
gezeigt wird.

2.3.2 Gegenstrom mit Kolbenströmung

Die Abbildung 8 zeigt das Profil von Teildampfdruck und Partialdruck einer Stoffübertra-
gungszelle, in welcher der flüssige und der dampfförmige Prozessstrom per Kolbenströmung
im Gegenstromprinzip fließen. Dies trifft für kleine horizontale Abschnitte von Füllkörper-
kolonnen zu, in welchen annähernd eine konstante Temperatur herrscht

Abbildung 8: Stoffübertragungszelle mit Prozessströmen im Gegenstrom

Die mathematische Beschreibung benötigt zwei lineare Differenzialgleichungen, welche Stoff-
bilanzen der Prozessströme in einem inkrementellen Abschnitt der Strömungskanäle be-
schreiben. Die obere Gleichung steht für den flüssigen, die untere Gleichung für den dampf-
förmigen Prozessstrom.

0 = −
ṅf
πi

d (πixi) + ksA (πixi − p yi) dξ

0 = −
ṅd
p

d (p yi) + ksA (πixi − p yi) dξ
(29)

Mit Einführung der dimensionslosen Zahlen der Übertragungseinheiten Bf,i =
πiksA

ṅf
und

Bd =
p ksA

ṅd
folgt

d

dξ

�
πixi
p yi

�
=

�
Bf,i −Bf,i
Bd,i −Bd,i

� �
πixi
p yi

�
(30)
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Die Analogie zur entsprechenden Gleichung (15) für die Wärmeübertragungszelle führt zu

�
πix

e
i

p yai

�

ξ=1

=
1

Bf,i −Bd,i

�
Bf,ie

Bf,i−Bd,i −Bd,i −Bf,i
�
eBf,i−Bd,i − 1

�

Bd,i
�
eBf,i−Bd,i − 1

�
Bf,i −Bd,ie

Bf,i−Bd,i

� �
πix

a
i

p yei

�

ξ=0

(31)
Durch partielle Invertierung folgt eine Beziehung, welche Teildampfdrücke und Partial-
drücke an Ein- und Ausgang der Stoffübertragungszelle verknüpft
�

πix
a
i

p yai

�
=

1

Bf,i −Bd,ie−Bf,i+Bd,i

�
(Bf,i −Bd,i) e

−Bf,i+Bd,i Bf,i
�
1− e−Bf,i+Bd,i

�

Bd,i
�
1− e−Bf,i+Bd,i

�
−Bd,i +Bf,i

� �
πix

e
i

p yei

�

(32)
Der Fall Bf,i = Bd,i erfordert eine Sonderbehandlung

�
0
0

�
. Nach Grenzübergang folgt

�
πix

a
i

p yai

�
=

1

1 +Bf,i

�
1 Bf,i

Bf,i 1

� �
πix

e
i

p yei

�
(33)

Die letzten beiden Gleichungen enthalten die Beziehungen der Bodencharakteristiken ψd,i
und ψf,i für den flüssigen bzw. den dampfförmigen Prozessstrom

�
πix

a
i

p yai

�
=

�
1− ψf,i ψf,i
ψd,i 1− ψd,i

� �
πix

e
i

p yei

�
(34)

Für rechentechnische Anwendungen ist der Gebrauch der modifizierten Gleichung mit den
Bodenkonzentrationen an Ein- und Ausgang günstig

�
xai
yai

�
=

�
1− ψf,i

p

πi
ψf,i

πi
p
ψd,i 1− ψd,i

� �
xei
yei

�
(35)

Die Gleichung (35) beschreibt die Stoffübertragung in Segmenten von Füllkörperkolonnen
auf allgemeine Weise und ermöglicht damit den direkten Vergleich von Füllkörper- und
Bodenkolonnen.

2.3.3 Idealer Kreuzstrom

Ringböden realisieren die Strömungsform „Idealer Kreuzstrom”. Bei diesem Prinzip pas-
sieren die Prozessströme den Boden quer zueinander, d.h. die Flüssigkeit fließt horizontal
entlang einer schmalen gekrümmten Rinne, während Dampfblasen durch die Flüssigkeit
von unten nach oben aufsteigen.

Das Prinzip des Kreuzstromes ist aus der Wärmeübertragung bekannt. Aufgrund der
Analogie von Stoff- und Wärmedurchgang ist die „Formel” von W. Nusselt aus dem Jahre
1911 anwendbar. Die Herleitung dieser Beziehung ist etwas aufwendig, weshalb auf das
Original [15] und auch [16] verwiesen wird. Für den Flüssigkeitsstrom und den Dampfstrom
gelten die Bodencharakteristiken ψf,i bzw. ψd,i

Bd,iψf,i = Bf,iψd,i =
∞�

i=0

�

1− e−Bf,i
i�

j=0

Bj
f,i

j!

��

1− e−Bd,i
i�

j=0

Bj
d,i

j!

�

(36)
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In Matrixschreibweise gilt, wie vorstehend gezeigt, die nachfolgende allgemeine Beziehung

�
xai
yai

�
=

�
1− ψf,i

p

πi
ψf,i

πi
p
ψd,i 1− ψd,i

� �
xei
yei

�
(37)

Die letzte Gleichung (37) bestätigt ebenfalls das allgemeine Schema der Bodencharakteri-
stiken.

3 Allgemeine stationäre Simulation von Systemen

Ein System zur Stoff- und Wärmeübertragung ist eine Schaltung (Netzwerk), welche aus
Stoff- bzw. Wärmeübertragungszellen besteht. Für jede Zelle existiert eine exakte mathe-
matische Beziehung, die Zusammenhänge zwischen Ein- und Ausgangsgrößen der Zelle
beschreibt. Die Gesamtheit der Beziehungen für sämtliche Zellen bildet ein Gleichungssy-
stem mit unbekannten Eingangs- und Ausgangsgrößen. Aufgrund der Verschaltung sind
Eingangsgrößen einiger Zellen identisch mit Ausgangsgrößen anderer Zellen, d.h. es existie-
ren „Rückkopplungen”. Ziel der stationären Simulation ist die Ermittlung sämtlicher Ein-
und Ausgangsgrößen der Zellen.

Es ist günstig für Funktion und Struktur unabhängige Modellebenen zu verfolgen [11].
Die Modelle beider Ebenen werden zunächst separat generiert und im Verlauf der Lösung
zusammengeführt. Strukturmodelle sind bei allen Zellentypen stets linear. Die Funktions-
modelle für Wärmeübertragungszellen und deren Verschaltungen sind ebenfalls linear. Da-
gegen sind Funktionsmodelle für Stoffübertragungszellen und deren Verschaltungen nicht-
linear. Aufgrund der zahlreichen Analogien sind Modelle für Schaltungen von Stoff- und
Wärmeübertragungszellen trotzdem fast gleich behandelbar.

3.1 Systeme verschalteter Wärmeübertragungszellen

Mit der Zellenmethode ist es möglich, strömungstechnisch komplexe Wärmeübertrager als
Ersatzschaltung von Wärmezellen nachzubilden und stationär zu simulieren. Dies trifft
ebenfalls für Verschaltungen von mehreren Wärmeübertragern zu, wie beispielsweise zur
Wärmerückgewinnung in Anlagen der Rohölverarbeitung. Abbildung 9 zeigt eine Wärme-
rückgewinnungschaltung mit drei seriell im Gegenstrom verschalteten Apparaten

Abbildung 9: Schaltung mit drei seriell im Gegenstrom verschalteten Apparaten
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Eine alternative Struktur, gemäß Abbildung 10, besteht ebenfalls aus drei Apparaten, je-
doch mit teilweise paralleler Verschaltung

Abbildung 10: Schaltung mit drei z.T. parallel verschalteten Apparaten

Funktionsmodelle für Wärmeübertragerschaltungen erfordern i.A. pro Zelle oder Appa-
rat zwei lineare Gleichungen. Beide Schaltungen der Abbildungen 9 und 10 involvieren drei
Apparate, erfordern somit sechs beschreibende Gleichungen und weisen identische struktu-
runabhängige Funktionsmodelle auf.

Strukturmodelle für Wärmeübertragerschaltungen weisen i.A. pro Zelle oder Apparat
ebenfalls zwei Gleichungen auf. Strukturmodelle weisen als „Zuordnungstabelle” Zellenaus-
gänge entsprechenden Zelleneingängen zu und bilden Mischungsregeln bei der Vereinigung
von Prozessströmen in Parallelschaltungen ab.

3.1.1 Funktionsmodell für verschaltete Wärmeübertragungszellen

Die Schaltungen gemäß Abbildung 9 und Abbildung 10 weisen jeweils n = 3 Apparate auf.
Ein Funktionsmodell basiert auf formaler Extrapolation des Aufbaus der Gleichungen (5),
(11), und (18). Der Vektor der Eintrittstemperaturen Te enthält n Eingangstemperaturen
für heiße sowie n Eintrittstemperaturen für kalte Prozessströme. Ebenso enthält der Vektor
Ausgangstemperaturen Ta jeweils n = 3 Ausgangstemperaturen für heiße sowie für kalte
Prozessströme





T ah1
T ah2
T ah3
T ak1
T ak2
T ak3






=






1− ϕh1 0 0 ϕh1 0 0
0 1− ϕh2 0 0 ϕh2 0
0 0 1− ϕh3 0 0 ϕh3

ϕk1 0 0 1− ϕk1 0 0
0 ϕk2 0 0 1− ϕk2 0
0 0 ϕk3 0 0 1− ϕk3











T eh1
T eh2
T eh3
T ek1
T ek2
T ek3






T
a = © T

e

(38)
Obwohl das Funktionsmodell die thermischen Eigenschaften beider Schaltungen exakt be-
schreibt, ist keine Lösung möglich. Einige Elemente des EingangsvektorsTe sind unbekannt,
da diese mit Temperaturen des gänzlich unbekannten Ausgangsvektors Ta identisch sind.
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Beispielsweise entspricht die kalte Eingangstemperatur T ek3 des dritten Apparates der kalten
Ausgangstemperatur T ak2 des zweiten Apparates. Da zwei unbekannte Vektoren existieren,
erfordert die Lösung eine weitere Matrizen-Gleichung. Diese liegt in Form des Strukturmo-
dells vor.

3.1.2 Strukturmodelle für verschaltete Wärmeübertragungszellen

Das Strukturmodell berücksichtigt dieselben Vektoren wie das Funktionsmodell. Es ver-
knüpft die konkreten Verbindungen von Ein- und Ausgängen der Wärmeübertragungszel-
len bzw. Apparate. Die Strukturmatrix S beschreibt systeminterne Verbindungen zwischen
Ein- und Ausgängen von Zellen, die Inputmatrix I ordnet externe Eingänge der Schal-
tung den Eingängen entsprechender Zellen zu, während die Outputmatrix O die externen
Ausgänge der Schaltung aus dem Vektor der Zellausgänge „herausfiltert”.

Strukturmatrizen bestehen jeweils aus vier Teilmatrizen, wobei für Schaltungen von
Wärmeübertragungszellen i.A. nur die Teilmatrizen „links-oben” und „rechts-unten” rele-
vant sind. Diese beiden Teilmatrizen entsprechen Zuordnungstabellen, bei denen die Ordi-
nalzahl der Zeilen „nach” und die Ordinalzahl der Spalten „von” bedeutet.

Die Zeilensummen der Strukturmatrizen sind dabei stets „1”, da die Elemente dieser
Matrizen die Eigenschaft von Mischungskoeffizienten aufweisen und im häufigen Sonderfall
„1” betragen.

Die Strukturmatrix S ordnet gemäß der inneren Verschaltung bestimmten Zellenaus-
gängen die entsprechenden Zelleneingänge zu. Ein Element der Strukturmatrix S (i, j) �= 0
bedeutet im Einzelnen

Strukturmatrix S Prozessstrom von Zelle nach Zelle
links-oben: heiss j i

rechts-unten: kalt j − n i− n

Die Inputmatrix I ordnet von außen in die Schaltung eintretende Prozessströme den vor-
gesehenen Zellen zu. Elemente der Inputmatrix I (i, j) �= 0 besagen (h ... Anzahl heiße
Ströme)

Inputmatrix I Prozessstrom Nr. nach Zelle
links-oben: heiss j i

rechts-unten: kalt j − h i− n

Das Strukturmodell für die inneren Verschaltungen sowie die äußeren Eingänge






T eh1
T eh2
T eh3
T ek1
T ek2
T ek3






=






0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0











T ah1
T ah2
T ah3
T ak1
T ak2
T ak3






+






0 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0






�
TEh
TEk

�

T
e = S T

a + I T
E

(39)
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Ein weiteres Strukturmodell selektiert mittels Outputmatrix O die Austrittstemperaturen
T
A mit denen die Prozessströme die Schaltung verlassen aus dem Vektor der Austrittstem-

peraturen Ta der Zellen (h ... Anzahl heiße Ströme).´

Outputmatrix O Prozessstrom Nr. aus Zelle
links-oben: heiss i j

rechts-unten: kalt i− h j − n

Das Modell zur Ermittlung von Temperaturen der Prozessströme bei Verlassen der Schal-
tung lautet:

�
TAh
TAk

�
=

�
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

�






T ah1
T ah2
T ah3
T ak1
T ak2
T ak3






T
A = O T

a

(40)

Die alternative Schaltung gemäß Abbildung 10 weist Stromteilungen und -vereinigungen
auf und erfordert deshalb Strukturmodelle mit modifizierten Matrizen. Die dritte Spalte der
Matrix S enthält beispielsweise zweimal den Wert „1” und beschreibt damit die Wirkung
des „heißen” Ausgangs von Apparat „3” auf die „heißen” Eingänge der Apparate „1” und
„2”. Die sechste Zeile der Matrix S enthält Koeffizienten der Mischungsregel um aus den
„kalten” Ausgängen der Apparate „1” und „2” die „kalte” Eingangstemperatur für Apparat
„3” zu bestimmen.





T eh1
T eh2
T eh3
T ek1
T ek2
T ek3






=






0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1/2 1/2 0











T ah1
T ah2
T ah3
T ak1
T ak2
T ak3






+






0 0
0 0
1 0
0 1
0 0
0 0






�
TEH
TEK

�

T
e = S T

a + I T
E

(41)

Die erste Zeile der Outputmatrix beschreibt die Mischungsregel, um aus den „heißen” Aus-
gängen der Apparate „1” und „2” die Ausgangstemperatur der Schaltung zu bestimmen.

�
TAH
TAK

�
=

�
3/8 5/8 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

�






T ah1
T ah2
T ah3
T ak1
T ak2
T ak3






T
A = O T

a

(42)
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Für komplexe Wärmeübertragerschaltungen z.B. mit Stromteilungen ist zur Berech-
nung der Betriebscharakteristiken die Kenntnis der Massenströme in den Apparaten vorab
erforderlich. Massenströme sind im Gegensatz zu Temperaturen keine intensiven, sondern
extensive Größen. Damit würden „Mischungsregeln” in den Strukturmatrizen S, I und O
den Sinn verlieren. Diese Situation wird durch formale Umkehr der Kausalität von „Aus-
gang” nach „Eingang” vermieden. Hierzu sind die strukturbeschreibenden Matrizen zu
transponieren, d.h. deren Zeilen und Spalten zu vertauschen.

Im Umkehrfall beschreibt das Strukturmodell mit transponierter Strukturmatrix ST

und transponierter Outputmatrix OT die Schaltung vom Ausgang her. Die „transponierte”
Strukturbeziehung lautet (vergl. Gleichung (41))





ṁa
h1

ṁa
h2

ṁa
h3

ṁa
k1

ṁa
k2

ṁa
k3






=






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1/2
0 0 0 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0











ṁe
h1

ṁe
h2

ṁe
h3

ṁe
k1

ṁe
k2

ṁe
k3






+






3/8 0
5/8 0
0 0
0 0
0 0
0 1






�
ṁE
H

ṁE
K

�

ṁ
a = S

T
ṁ
e + O

T
ṁ
A

(43)

Massenströme erfahren beim Durchfließen von Apparaten keine Änderung, sodass ṁ =
ṁ
a = ṁe gilt. Somit folgt für die Massenströme der Apparate die nachfolgende Beziehung

ṁ =
�
E− ST

�−1
O
T · ṁA (44)

Die Verwendung transponierter Matrizen ermöglicht es, die vorgestellten Beziehungen zur
Berechnung intensiver Prozessgrößen, ebenfalls zur allgemeinen Berechnung extensiver Pro-
zessgrößen heranzuziehen [17].

3.1.3 Stationäre Simulation von verschalteten Wärmeübertragungszellen

Temperaturen sind intensive physikalische Größen, welche die Eigenschaften von Wärme-
übertragerschaltungen beschreiben. Die Effizienz von Anlagen zur Wärmerückgewinnung
wird an den Temperaturen der Ausgänge von Wärmezellen bzw. Apparaten beurteilt.

Für die Austrittstemperaturen Ta der Wärmeübertragungszellen bzw. der Wärmeüber-
trager gilt das Funktionsmodell (38) mit den Betriebscharakteristiken. Durch Ersetzen der
Eintrittstemperaturen im Funktionsmodell durch das Strukturmodell (39) bzw. (41) folgt

T
a = © ·Te = © · S ·Ta +© · I ·TE (45)

Durch Umstellung nach den Ausgangstemperaturen Ta entsteht eine geschlossene Lösung

T
a =

�
E−© · S

�
−1
© · I ·TE (46)

Mit dem zweiten Strukturmodell nach Gleichung (40) bzw. (42) folgen die Austrittstempe-
raturen der Prozessströme TA

T
A = O ·

�
E−© · S

�
−1
© · I ·TE (47)
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Im Falle temperaturabhängiger Stoffdaten sind wiederholte Rechnungen mit jeweils präzi-
sierten Stoffwerten erforderlich.

Die Systemmatrix aus Gleichung (47)M = O·
�
E−© · S

�
−1
©·I beschreibt die thermi-

schen Eigenschaften der Schaltungen gemäß Abbildung 9 und Abbildung 10. Die Werte der
Nebendiagonale sind die Betriebscharakteristiken ©H und ©K für die gesamte Schaltung.
Im Fall von einem heißen und einem kalten Strom (n = 2) gilt

�
TAH
TAK

�
=

�
1− ©H ©H
©K 1− ©K

� �
TEH
TEK

�

T
A = M T

E

(48)

Die ausführlichere Darstellung des Simulationsmodells für Wärmeübertragerschaltungen
befindet sich in [4].

3.2 Systeme verschalteter Stoffübertragungszellen

Völlig analog zu Wärmeübertragern ist es möglich, Kolonnen als Schaltung von Stoffüber-
tragungszellen mathematisch abzubilden und stationär zu simulieren. Abbildung 11 zeigt
eine Kolonne, d.h. eine Bodenschaltung mit drei in Serie geschalteten Stoffübertragungszel-
len. Dem herabfließenden Flüssigkeitsstrom kommt ein aufsteigender Dampfstrom entgegen.

Abbildung 11: Kolonne mit drei Böden imGegenstrom für eine Komponente

Ebenso sind Schaltungen von Kolonnen modellierbar. Ein technisches Beispiel für eine
Kolonnenschaltung ist das Linde-Verfahren zur Luftzerlegung. Abbildung 12 zeigt eine stark
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abstrahierte Kolonnenschaltung mit drei involvierten Teil-Kolonnen bzw. Sektionen.

Abbildung 12: Stark abstrahiertes Schema des einfachen Linde-Verfahrens

Die durchgezogenen Linien zeigen flüssige Prozessströme. Die gestrichelten Linien zeigen
gasförmige Prozessströme. Detailliertere Erläuterungen zum Linde-Verfahren befinden sich
im Abschnitt 4 bei den Beispielen.

Beide Schaltungen in Abbildung 11 und 12 verfügen über drei Böden bzw. drei Kolon-
nen. Damit gelten für beide Strukturen identische Funktionsmodelle, wogegen die Struk-
turmodelle höchst unterschiedlich ausfallen.

3.2.1 Funktionsmodell für verschaltete Stoffübertragungszellen

Das Funktionsmodell ist für jede Komponente i = 1, 2, ... k der beteiligten Prozessströme
separat aufzustellen und zu berechnen. Die Bodencharakteristiken sind von den Dampf-
drücken der flüssigen Komponenten abhängig und sind somit Funktionen der Bodentem-
peratur. Für die i-te Komponente gilt
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Die Zustandsvektoren Zai und Zei erfassen die Konzentrationen der i-ten Komponente in
den n = 3 Böden, wobei die oberen Teile den flüssigen und die unteren Teile den gas-
förmigen Prozessstrom repräsentieren. Der Ausgangsvektor Zai ist unbekannt. Auch der
Eingangsvektor Zei enthält unbekannte Größen. Für eine eindeutige Lösung ist daher ein
Strukturmodell erforderlich.

3.2.2 Strukturmodelle für verschaltete Stoffübertragungszellen

Strukturmodelle für Schaltungen von Stoffübertragungszellen bzw. Kolonnen formulieren
die Verbindungen zwischen den Zellen sowie der äußeren Zu- und Abgänge. Die vollstän-
dige Beschreibung einer Schaltung erfordert drei Matrizen, eine Strukturmatrix S für die
inneren Versbindungen, eine Inputmatrix I für die Eingänge und eine Outputmatrix O für
die Ausgänge. Die Prinzipien des Aufbaus von Strukturmatrizen für Stoff- und Wärme-
übertragungszellen stimmen im Wesentlichen überein.

Strukturmatrizen bestehen sämtlich aus vier Teilen. Prozessströme innerhalb von Kolon-
nenschaltungen können nach Verlassen einer Kolonne durch Kondensation oder Verdamp-
fung den Aggregatzustand ändern und in eine andere Kolonne eintreten. Daher werden
sämtliche Teilbereiche der Strukturmatrizen benötigt.

Die Zeilensummen der Strukturmatrizen sind dabei stets „1”, da die Elemente dieser
Matrizen die Eigenschaft von Mischungskoeffizienten aufweisen.

Die Strukturmatrix S ordnet gemäß der inneren Verschaltung bestimmten Zellenaus-
gängen die entsprechenden Zelleneingänge zu. Die Aggregatzustände sind dabei sekundär.
Ein Element der Strukturmatrix S (i, j) �= 0 bedeutet im Einzelnen

Inputmatrix S Prozessstrom von Zelle Prozessstrom nach Zelle
links-oben: flüssig j flüssig i

rechts-oben: gasförmig j − n flüssig i
links-unten: flüssig j gasförmig i− n

rechts-unten: gasförmig j − n gasförmig i− n

Die Inputmatrix I ordnet, wie bei Wärmeübertragerschaltungen, von außen in die Schal-
tung eintretende Prozessströme den vorgesehenen Zellen zu. Elemente der Inputmatrix, für
welche I (i, j) �= 0 gilt, besagen

Inputmatrix I Prozessstrom Nr. nach Zelle
links-oben: flüssig/gasförmig j i

rechts-unten: flüssig/gasförmig j i− n

Das Strukturmodell für sämtliche von innen und außen gespeiste Eingänge
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Die Zuordnung der Entnahmestellen der austretenden Prozessströme erfolgt mit demOutput-
Modell. Für Elemente der Outputmatrix O (i, j) �= 0 gilt

Outputmatrix O Prozessstrom Nr. aus Zelle
links oben und unten: flüssig/gasförmig i j

rechts oben und unten: flüssig/gasförmig i j − n

Das Outputmodell ordnet den austretenden Prozessströmen die entsprechenden Konzen-
trationen zu
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(51)

Abbildung 12 zeigt ein stark abstrahiertes Schema des Linde-Verfahrens. Bei diesem
Verfahren verlässt ein Prozessstrom Kolonne „3” gasförmig, kondensiert und tritt flüssig in
die Kolonne „1” ein. Ebenso verlässt ein flüssiger Prozessstrom die Kolonne „1”, verdampft
und fließt gasförmig in die Kolonne zurück. Aufgrund dieser Phasenwechsel sind alle vier
Untermatrizen der Strukturmatrix „besetzt”
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Ein weiteres Strukturmodell ermittelt die Konzentrationen der Prozessströme bei Verlassen
der Schaltung
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Die gezeigten Strukturmodelle beschreiben mit entsprechenden Funktionsmodellen jede
Schaltung von Stoffübertragungszellen oder Kolonnen eindeutig (die Indizes O und N be-
zeichnen die Produktströme, der Index i die Kompnente).
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Für die Ermittlung der Bodencharakteristiken ist die Kenntnis der Stoffströme in den
Böden erforderlich. Die Stoffstromverteilung hängt von der Struktur des Systems ab. Des
weiteren ändern sich Prozessströme innerhalb der Böden, wenn die Verdampfungsenthalpien
infolge geänderter Konzentrationen nicht konstant bleiben.

Die Stoff- und Energiebilanz eines Kolonnenbodens um Ein- und Ausgang lautet in
Matrix-Schreibweise �

1 1
hef hed

� �
ṅef
ṅed

�
=

�
1 1
haf had

� �
ṅaf
ṅad

�
(54)

Die Umstellung dieser Gleichung nach den Stoffströmen am Eingang ergibt
�
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�
=

1

hed − hef
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hed − haf hed − had
haf − hef had − hef

� �
ṅaf
ṅad

�
=
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f 1− d

1− f d

� �
ṅaf
ṅad

�
(55)

Für jeden Boden (j = 1, 2, n) gelten individuelle Stoffkonstanten fj und dj

fj =
hed,j − haf,j
hed,j − hef,j

dj =
had,j − hef,j
hed,j − hef,j

(56)

Die Stoffkonstanten der Böden fj und dj bilden die Enthalpiematrix H. Für eine Kolon-
nenschaltung mit n = 3 Böden gilt das Stoffmodell mit der Enthalpiematrix H
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Für extensive Größen ist auch bei Stoffübertragungssystemen die Berechnung von Output
zu Input günstig. Für das entsprechend modifizierte Strukturmodell mit den transponierten
Strukturmatrizen gilt

ṅ
a = ST · ṅe +OT · ṅA (58)

Durch Einsetzen des modifizierten Strukturmodells in das Stoffmodell folgt

ṅ
e = H · ṅa = H · ST · ṅe +H ·OT · ṅA (59)

Nach Umstellung liegt eine geschlossene Lösung für die Prozessstromverteilung in den ein-
zelnen Böden vor.

ṅ
e =

�
E−H · ST

�−1
H ·OT · ṅA (60)

Da das Modell für die Stoffstromverteilung bekannte Konzentrationen auf den Böden vor-
aussetzt, sind Iterationen erforderlich.
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3.2.3 Stationäre Simulation von verschalteten Stoffübertragungszellen

Durch Einsetzen des ersten Strukturmodells in das Funktionsmodell gilt für die i-te Kom-
ponente

Z
a
i = Ψi

· Zei = Ψi
· S · Zai +Ψi

· I · ZEi (61)

Die Umstellung nach dem Vektor der Ausgangskonzentrationen des Bodens ergibt

Z
a
i =

�
E−Ψ

i
· S
�
−1

Ψ
i
· I · ZEi (62)

Das zweite Strukturmodell ergibt die jeweiligen Austrittskonzentrationen der Komponenten
in den Prozessströmen

Z
A
i = O ·
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E−Ψ

i
· S
�
−1

Ψ
i
· I · ZEi (63)

Die exakten Lösungen der Gleichungen liegen vor, wenn die Summe der Ausgangskon-
zentrationen der k Komponenten für sämtliche n Böden gleich „1” ist. Die zu lösende
Funktion lautet

F (T) = 1−
k�

i=1

Z
a
i = 0 (64)

Die berechneten Summen der Ausgangskonzentrationen Xa
i sind Funktionen der jeweili-

gen Temperaturen auf den Böden. Der Vektor der Bodentemperaturen T ist iterativ per
Newton-Verfahren bestimmbar. Dazu ist eine Jacobi-Matrix zu generieren. Deren Erstel-
lung erfordert für ein Gemisch mit beispielsweise k = 3 Komponenten und n = 50 Böden
das Lösen von k (n+ 1) = 153 Gleichungssystemen mit 2n×2n Koeffizientenmatrizen. Die-
ses Vorgehen ist daher nur für geringe Bodenzahlen empfehlenswert. Systeme mit n > 50
Böden erfordern zu hohe Rechenzeiten, obwohl meist vier bis fünf Iterationen ausreichen.

Für große Bodenzahlen ist die Berechnung „von Boden zu Boden” günstig. Dabei gibt
es zwei Möglichkeiten, die Berechnung „von Kopf zu Sumpf” oder „von Sumpf zu Kopf”.
Die entsprechenden Umstellungen der Gleichungen für die Böden werden nachfolgend be-
schrieben:

Kopfmodell „von Kopf zu Sumpf”
Die sequenzielle Berechnung erfolgt per Kopfmodell vom ersten zum n-ten Boden, d.h.

j = 1, 2, ... n. Die Ermittlung der Siedetemperatur Tj des j-ten Bodens erfordert die
iterative Lösung der Gleichung Fj (Tj) = 1 −

�
xi = 0. Durch partielle Invertierung der

Gleichungen (28), (35) oder (37) für die Komponente i folgt
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i

(65)

Das Kopfmodell (65) beschreibt die Konzentrationen unterhalb des Bodens als Funktion
der Konzentrationen oberhalb des Bodens. Dieses wird rekursiv angewandt. Um eine ge-
schlossene Lösung für die Kolonne/Sektion zu erhalten, sind die Kopfmodelle der einzelnen
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Böden miteinander zu multiplizieren. Es entsteht die Kopfmatrix K, welche die Abhängig-
keit zwischen Kopf- und Sumpfkonzentrationen darstellt.

K =

�
k11 k12
k21 k22

�

i

=
n�

j=1

��
1 0
0 1

�
−

1

1− ψd, j

�
ψf, j − p

πj
ψf, j

πj
p
ψd, j −ψd, j

�

i

�

(66)

Durch partielle Invertierung der Kopfmatrix folgt das „Input-Output”-Modell für eine Ko-
lonne �
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Das „Input-Output”-Modell ist besonders für übergeordnete Systemmodelle geeignet.

Sumpfmodell „von Sumpf zu Kopf”
Die sequenzielle Berechnung gemäß Sumpfmodell erfolgt vom n-ten zum ersten Boden,

d.h. j = n, n− 1, ... 1. Die Ermittlung der Siedetemperatur Tj des j-ten Bodens erfordert
die iterative Lösung der Gleichung Fj (Tj) = 1−

�
xi = 0. Nach partieller Invertierung der

Gleichungen (28), (35) oder (37) für die Komponente i gilt
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Das Sumpfmodell (68) beschreibt die Konzentrationen oberhalb des Bodens in Abhän-
gigkeit der Konzentrationen unterhalb des Bodens. Für eine geschlossene Lösung sind die
Sumpfmodelle der einzelnen Böden miteinander zu multiplizieren. Es entsteht die Sumpf-
matrix S
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Durch partielle Invertierung der Sumpfmatrix folgt wieder das „Input-Output”-Modell
�
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(70)

Die „Input-Output”-Modelle für die einzelnen Komponenten i = 1, 2, .. k sind Bausteine
für das Modell der Kolonnenschaltung.

Für die Vorgehensweisen „von Kopf zu Sumpf” und „von Sumpf zu Kopf” sind bei
k Komponenten und n Böden lediglich n Boden-Gleichungen iterativ zu lösen. Eventuell
ist zusätzlich ein iterativer Abgleich der Konzentrationen an den Eingängen der Kolonne
notwendig.

Für Verstärkungssäulen ist das Kopfmodell günstig, da die Konzentrationen am Kopf
einer Kolonne für Flüssigkeit und Dampf gleich sind. Dagegen ist das Sumpfmodell für
Abtriebssäulen günstig, da die Konzentrationen von Flüssigkeit und Dampf im Sumpf gleich
sind.
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4 Beispiele

4.1 Systeme von Wärmeübertragungszellen/Wärmeübertragern

4.1.1 Serienschaltung

Die Zellenschaltung bzw. Wärmeübertragerschaltung gemäß Abbildung 9 besteht aus drei
beidseitig ideal vermischten Wärmeübertragungszellen und weist folgende konstruktive und
technologische Parameter auf

Eintrittstemperatur des heißen Prozessstroms: ... TEh = 70.0 ◦C
Eintrittstemperatur des kalten Prozessstroms: ... TEk = 24.0 ◦C
Massenstrom des heißen Prozessstroms: ... ṁh = 1.00 kg s−1

Massenstrom des kalten Prozessstroms: ... ṁk = 2.00 kg s−1

spezifische Wärmekapazität: ... c = 4.00 kJ kg−1K−1

Wärmedurchgangskoeffizient: ... kw = 0.80 kW m−2K−1

Wärmeübertragungsfläche: ... A = 10.00 m2

Mit Gleichung (4) ergeben diese Werte für die Betriebscharakteristiken der ideal durch-
mischten Zellen

Betriebscharakteristik für den heißen Prozessstrom: ... ϕh = 0.50 −

Betriebscharakteristik für den kalten Prozessstrom: ... ϕk = 0.25 −

Das Funktionsmodell mit den Betriebscharakteristiken ϕh und ϕh lautet
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(71)
Durch Zusammenfassung des Funktionsmodells mit den Strukturmodellen, der Gleichungen
(71) und (39), sowie durch Einsetzen der konkreten Parameter resultieren die Austrittstem-
peraturen der Zellen
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Die Prozessströme verlassen die Schaltung gemäß Gleichung (73) mit den Austrittstempe-
raturen TA

�
TAh
TAk

�
=

1

46

�
8 38
19 27

� �
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�
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�
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�
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T
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�
E−© · S

�
−1
© · I T

E

(73)

Die Lösungsmatrix der letzten Gleichung repräsentiert mit der Nebendiagonale die Betriebs-
charakteristiken derWärmezellen- bzw. Wärmeübertragerschaltung. Diese betragen für den
heißen Prozessstrom ©h =

19
23
≈ 0.826 und für den kalten Prozessstrom ©k =

19
46
≈ 0.413.

4.1.2 Parallelschaltung

Die alternative Zellenschaltung bzw. Wärmeübertragerschaltung gemäß Abbildung 10 be-
steht aus drei gegenstromgeführten Wärmeübertragungszellen und weist folgende konstruk-
tive und technologische Parameter auf

Eintrittstemperatur des heißen Prozessstroms: ... TEh = 70.0 ◦C
Eintrittstemperatur des kalten Prozessstroms: ... TEk = 25.0 ◦C
Massenstrom des heißen Prozessstroms: ... ṁh = 1.00 kg s−1

Massenstrom des kalten Prozessstroms: ... ṁk = 2.00 kg s−1

spezifische Wärmekapazität: ... c = 4.00 kJ kg−1K−1

Wärmedurchgangskoeffizient: ... kw = 0.80 kW m−2K−1

Wärmeübertragungsfläche Zelle 1: ... A1 = 6.08 m2

Wärmeübertragungsfläche Zelle 2: ... A2 = 17.33 m2

Wärmeübertragungsfläche Zelle 3: ... A3 = 15.00 m2

Die Ermittlung der Massenströme geschieht mit Gleichung (44)





ṁh1

ṁh2

ṁh3

ṁk1

ṁk2

ṁk3






=






0.375 0
0.625 0
1.0 0
0 0.5
0 0.5
0 1.0






�
8.0
8.0

�
kg

s
=






3.0
5.0
8.0
4.0
4.0
8.0






kg

s

ṁ
a =

�
E− ST

�−1
O
T

ṁ
A

(74)

Mit Gleichung (4) folgen die Werte für die Betriebscharakteristiken der Zellen für die Pro-
zeßströme in

Zelle 1 „heiß”: ... ϕh1 = 2
3
≈ 0.667 −

Zelle 2 „heiß”: ... ϕh2 = 2
3
≈ 0.667 −

Zelle 3 „heiß”: ... ϕh3 = 3
5
= 0.600 −

Zelle 1 „kalt”: ... ϕk1 = 1
2
= 0.500 −

Zelle 2 „kalt”: ... ϕk2 = 5
6
≈ 0.833 −

Zelle 3 „kalt”: ... ϕk3 = 3
5
= 0.600 −
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Das Funktionsmodell mit den Betriebscharakteristiken der Zellen bzw. Wärmeübertrager





T ah1
T ah2
T ah3
T ak1
T ak2
T ak3






=






1− 2
3

0 0 2
3

0 0
0 1− 2

3
0 0 2

3
0

0 0 1− 3
5

0 0 3
5

1
2

0 0 1− 1
2

0 0
0 5

6
0 0 1− 5

6
0

0 0 3
5

0 0 1− 3
5











T eh1
T eh2
T eh3
T ek1
T ek2
T ek3






T
a = © T

e

(75)

Durch Einsetzen der konkreten Parameter in die Gleichungen (46) und (47) resultieren die
Austrittstemperaturen der Zellen sowie der Prozessströme






T ah1
T ah2
T ah3
T ak1
T ak2
T ak3






=
1

9






2 7
2 7
6 3
3 6
5 4
7 2






�
70
25

�
◦C =






35
35
55
40
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




◦C

T
a =

�
E−© · S

�
−1
© · I T

E

(76)

Die Prozessströme verlassen die Schaltung gemäß Gleichung (75) mit den Austrittstempe-
raturen TA

�
TAh
TAk

�
=

1

9

�
2 7
7 2

� �
70
25

�
◦C =

�
35
60

�
◦C

T
A = O ·

�
E−© · S

�
−1
© · I T

E

(77)

Die Lösungsmatrix der letzten Gleichung weist in der Nebendiagonale die Betriebscharakte-
ristiken der Wärmezellen- bzw. Wärmeübertragerschaltung aus. Diese betragen ©h = ©k =
7
9
≈ 0.778.

4.2 Systeme von Stoffübertragungszellen und Kolonnen

4.2.1 Theoretischer Boden - Realer Boden

Abbildung 13 zeigt eine Kolonne (Verstärkungssäule) mit drei beidseitig ideal durchmisch-
ten theoretischen Böden. Bei diesem Bodentyp stehen an den Ausgängen die Prozessströme
im stofflichen Gleichgewicht d.h. für jede Komponente sind Dampfteildruck der Flüssig-
phase und Partialdruck der Gasphase gleich (πxa = pya). Weiterhin sind in Abbildung 13
die Konzentrationen einer leichtsiedenden Komponente sowie Teildampfdruck und Partial-
druck der Prozessströme eingetragen. Für eine bessere Verständlichkeit wird ein konstanter

29



Dampfdruck π = 2.0 bar und ein Systemdruck von p = 1.0 bar angenommen.

Abbildung 13: Kolonne mit drei Böden im Gleichgewicht

Für die auf den flüssigen Prozessstrom bezogenen Bodencharakteristiken ψf,j mit j =
1, 2, 3 gilt

ψf =
πxe − πxa

πxe − pye
=

�
1.28− 0.64

1.28− 0.48

�

1

=

�
0.64− 0.48

0.64− 0.44

�

2

=

�
0.48− 0.44

0.48− 0.43

�

3

= 0.8 (78)

Analog gilt für die auf den gasförmigen Prozessstrom bezogenen Bodencharakteristiken ψd,j
mit j = 1, 2, 3

ψd =
pya − pye

πxe − pye
=

�
0.64− 0.48

1.28− 0.48

�

1

=

�
0.48− 0.44

0.64− 0.44

�

2

=

�
0.44− 0.43

0.48− 0.43

�

3

= 0.2 (79)

Zu beachten ist, dass die Summe der Bodencharakteristiken für den beidseitig ideal durch-
mischten theoretischen Boden ψf,j + ψd,j = 1 beträgt.

Abbildung 14 zeigt eine Kolonne mit drei beidseitig ideal durchmischten realen Böden.
Bei diesem Bodentyp stehen die Prozessströme an den Ausgängen nicht im stofflichen
Gleichgewicht, d.h. (πxa �= pya). In der Abbildung 14 sind die Konzentrationen einer
leichtsiedenden Komponente sowie Teildampfdruck und Partialdruck der Prozessströme
eingetragen. Für eine bessere Verständlichkeit wird ebenfalls konstanter Dampfdruck von
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π = 2.0 bar und ein Systemdruck von p = 1.0 bar angenommen.

Abbildung 14: Kolonne mit drei Böden abseits des Gleichgewichtes

Für die auf den flüssigen Prozessstrom bezogenen Bodencharakteristiken ψf,j mit j =
1, 2, 3 gilt

ψf =
πxe − πxa

πxe − pye
=

�
1.62− 1.26

1.62− 0.72

�

1

=

�
1.26− 1.02

1.26− 0.66

�

2

=

�
1.02− 0.86

1.02− 0.62

�

3

= 0.4 (80)

Analog gilt für die auf den gasförmigen Prozessstrom bezogenen Bodencharakteristiken ψd,j
mit j = 1, 2, 3

ψd =
pya − pye

πxe − pye
=

�
0.81− 0.72

1.62− 0.72

�

1

=

�
0.72− 0.66

1.26− 0.66

�

2

=

�
0.66− 0.62

1.02− 0.62

�

3

= 0.1 (81)

Die Summe der Bodencharakteristiken ist bei diesem Bodentyp deutlich ungleich 1.

4.2.2 Kolonnenschaltung

Als Beispiel für eine Kolonnenschaltung wird das einfache Linde-Verfahren zur Luftzerle-
gung herangezogen. Dieses Verfahren arbeitet ohne Gewinnung von Argon und benötigt
zwei Kolonnen, eine Mitteldruck- und eine Niederdruckkolonne. Es ist günstig Kolonnen
mit Seiteneinspeisung derart in Sektionen (Kolonnenabschnitte) zu zerlegen, dass Einspei-
sungen stets zwischen den Sektionen erfolgen. Abbildung 15 zeigt die stark abstrahierte
Kolonnenschaltung mit drei involvierten Kolonnen/Sektionen.

Der Druck der Mitteldruckkolonne beträgt 5.4 bar, die Niederdruckkolonne weist 1.2 bar
auf. Der unterschiedliche Druck ermöglicht die kombinierte Sumpfheizung und Kopfküh-
lung, indem die Kondensationstemperatur des Stickstoffs im Kopf der Mitteldruckkolonne
über der Siedetemperatur des Sauerstoffs im Sumpf der Niederdruckkolonne liegt.
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Das einfache Linde-Verfahren gemäß Abbildung 15
Am unteren Ende der Mitteldruckkolonne tritt tiefkalte Luft gasförmig ein. Der auf-

steigende Gasstrom kommt mit herabfließendem Kondensat in Kontakt. Hierbei nimmt der
Stickstoffgehalt des Gasstroms auf dem Weg nach oben stetig zu, während der Stickstoffge-
halt des Kondensats auf dem Weg nach unten stetig abnimmt. Am Kopf der Mitteldruck-
kolonne kondensiert der Gasstrom. Er besteht fast nur noch aus Stickstoff. Ein Teil des
Kondensats (1) tritt in den Kopf der Niederdruckkolonne ein, während der andere Teil dem
Gasstrom der Mitteldruckkolonne entgegenfließt, am unteren Ende der Kolonne austritt
und als sauerstoffangereicherter Seitenstrom (2) in die Niederdruckkolonne eintritt.

Der Teilstrom des Kondensats (1) fließt durch die obere Sektion der Niederdruckko-
lonne. Auf dem Weg nach unten nimmt der Stickstoffgehalt ab und der Sauerstoffgehalt
entsprechend zu. Beim Eintreten in die untere Sektion der Niederdruckkolonne kommt der
sauerstoffangereicherte Teil des Kondensats (2) hinzu. Im Sumpf der Niederdruckkolonne
verdampft der fast reine Sauerstoff. Die Verdampfung erfolgt mit der Enthalpie durch die
Kondensation in der Mitteldruckkolonne. Ein Teilstrom verlässt den Sumpf der Nieder-
druckkolonne gasförmig. Der aufsteigende Gasstrom reichert sich in beiden Sektionen der
Niederdruckkolonne mit Stickstoff an und verlässt die Kolonne am Kopf.

Abbildung 15: Stark abstrahiertes Schema des einfachen Linde-Verfahrens

Zur Berechnung der Dampfdrücke von Luftgasen ist die erweiterte Antoine-Gleichung gut
geeignet. Dies ist eine zugeschnittene Größengleichung, welche die Siedetemperatur in „Kel-
vin” und den Dampfdruck in „bar” verknüpft

lg pd = A+
B

C + T
+D · T + E · T 2 + F · lg T (82)
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Die Konstanten für die Luftbestandteile Stickstoff, Sauerstoff und Argon lauten [18]

A B C D E F
Stickstoff 28.49829 -531.4788 0.0 4.190300×10-3 -4.133023×10-5 -13.03940
Sauerstoff 10.33044 -470.1225 0.0 -6.224342×10-3 3.181815×10-5 -2.459931
Argon 5.789122 -411.1606 0.0 -1.666057×10-2 5.008083×10-5 0.0

Die drei Kolonnen bzw. Sektionen verfügen jeweils über n = 10 theoretische Böden. Aus
dem Edukt (Luft) entstehen Kopf - und Sumpfprodukt im Verhältnis 1:4.

Der Kondensatstrom (1) erfährt von der Mitteldruck- zur Niederdruckkolonne eine
Druckabsenkung mit Flash-Verdampfung, welche aber unberücksichtigt bleibt. Diese Ver-
einfachung ist jedoch nicht zwingend.

Die Tabelle 1 zeigt in der ersten Zeile (Kopf) die Eingangskonzentrationen des ein-
tretenden Kondensats (1) sowie die Ausgangskonzentrationen des Dampfes vom Kopf der
oberen Sektion der Niederdruckkolonne. Die folgenden Zeilen zeigen zwischen den jeweili-
gen Boden die Temperatur, die Konzentrationen (x) des flüssigen Prozessstromes und die
Konzentrationen (y) des gasförmigen Prozessstromes. Die letzte Zeile (Sumpf) weist die
Ausgangskonzentration der Flüssigkeit sowie die Eingangskonzentration des Dampfes aus.
Die Berechnung erfolgt nach dem Prinzip „von Kopf zu Sumpf” mit Gleichung (65).

T in K xN2 xO2 xAr yN2 yO2 yAr
Kopf 79,1 0.9915 0.0065 0.0020 0.9750 0.0161 0.0089
1− 2 79.6 0.9069 0.0673 0.0259 0.9221 0.0540 0.0239
2− 3 80.9 0.7496 0.1914 0.0590 0.8238 0.1317 0.0446
3− 4 82.8 0.5486 0.3642 0.0872 0.6982 0.2396 0.0622
4− 5 84.8 0.3824 0.5206 0.0970 0.5943 0.3374 0.0683
5− 6 86.1 0.2855 0.6232 0.0914 0.5337 0.4015 0.0648
6− 7 86.9 0.2392 0.6808 0.0800 0.5048 0.4375 0.0577
7− 8 87.3 0.2190 0.7125 0.0685 0.4922 0.4573 0.0505
8− 9 87.4 0.2102 0.7308 0.0589 0.4867 0.4688 0.0445
9− 10 87.5 0.2063 0.7422 0.0515 0.4843 0.4759 0.0399

Sumpf 87.5 0.2044 0.7496 0.0459 0.4831 0.4805 0.0364

Tabelle 1: Temperaturen und Konzentrationen der oberen Niederdruckkolonne

Das Resultat der gemäß Gleichung (66) aufmultiplizierten Matrizen für die Komponente
„Stickstoff” lautet
�

xaN2
yeN2

�
=

�
k11 k12
k21 k22

�

N2

�
xeN2
yaN2

�
=

�
−0.3596 0.5754
−0.8497 1.3596

� �
0.9915
0.9750

�
=

�
0.2044
0.4831

�
(83)

nach partieller Invertierung und Einsetzen der Zahlenwerte ergibt Gleichung (67)
�

xaN2
yaN2

�
=

�
1.3× 10−5 0.42318
0.62499 0.73551

� �
0.9915
0.4831

�
=

�
0.2044
0.9750

�

Z
a

N2
= Ψ

N2
Z
e

N2

(84)
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Die Komponenten Sauerstoff und Argon werden analog behandelt.
Tabelle 2 zeigt die Konzentrationen der unteren Sektion der Niederdruckkolonne. Die

Berechnung erfolgt gemäß dem Prinzip „von Sumpf zu Kopf”. Dies ist günstig, da techno-
logisch bedingt die Flüssigkonzentration des letzten Bodens mit der Eintrittskonzentration
des Dampfes identisch ist. Die letzte Zeile (Sumpf) weist dies aus. Die Zeilen darüber
zeigen die Temperatur, die Konzentrationen (x) der Flüssigkeit sowie die Konzentrationen
(y) des Dampfes zwischen den Böden. Die Berechnung folgt dem Prinzip „von Sumpf zu
Kopf” mit Gleichung (68).

T in K xN2 xO2 xAr yN2 yO2 yAr
Kopf 87.6 0.3865 0.5816 0.0320 0.4831 0.4805 0.0364
1− 2 89.7 0.2035 0.7548 0.0418 0.2543 0.6970 0.0486
2− 3 90.9 0.0886 0.8666 0.0448 0.1107 0.8368 0.0524
3− 4 91.4 0.0350 0.9220 0.0431 0.0437 0.9060 0.0503
4− 5 91.6 0.0132 0.9475 0.0393 0.0165 0.9379 0.0456
5− 6 91.7 0.0049 0.9602 0.0349 0.0061 0.9538 0.0401
6− 7 91.7 0.0018 0.9677 0.0304 0.0023 0.9632 0.0345
7− 8 91.8 0.0007 0.9732 0.0261 0.0008 0.9701 0.0291
8− 9 91.8 0.0002 0.9778 0.0220 0.0003 0.9758 0.0239
9− 10 91.8 0.0001 0.9819 0.0180 0.0001 0.9810 0.0189
Sumpf 91.8 2.9E-5 0.9857 0.0143 2.9E-5 0.9857 0.0143

Tabelle 2: Temperaturen und Konzentrationen der unteren Niederdruckkolonne

Die zusammengefassten Matrizen, gemäß Gleichung (69) für die Komponente „Stickstoff”

�
xeN2
yaN2

�
=

�
s11 s12
s21 s22

�

N2

�
xaN2
yeN2

�
=

�
18564.7 −5442.4
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� �
2.9× 10−5

2.9× 10−5

�
=

�
0.3865
0.4831

�

(85)
Nach partieller Invertierung und den entsprechenden Zahlenwerten ergibt Gleichung (70)

�
xaN2
yaN2

�
=

�
5.4× 10−5 0.29316
1.24993 0.63355

� �
0.38648
2.9× 10−5

�
=

�
2.9× 10−5

0.48309

�

Z
a

N2
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N2
Z
e

N2

(86)

Für die Komponenten „Sauerstoff” und „Argon” ist in gleicher Weise zu verfahren.
Analog zum oberen Teil der Niederdruckkolonne liegt der Berechnung der Mitteldruck-

kolonne das Prinzip „von Kopf zu Sumpf” zugrunde. Tabelle 3 zeigt die Resultate der
Berechnungen. Infolge der Kondensation sind Dampfkonzentrationen (y) und Flüssigkon-
zentrationen (x) am Kopf der Mitteldruckkolonne identisch. Dies weist die obere Zeile
(Kopf) mit den Eintrittskonzentrationen (x) der Flüssigkeit und den Austrittskonzentra-
tionen (y) des Dampfes aus. Die folgenden Zeilen enthalten die Konzentrationen (x) der
Flüssigkeit sowie die Konzentrationen (y) des Dampfes zwischen den jeweiligen Böden.
Die letzte Zeile (Sumpf) zeigt die Austrittskonzentrationen (x) der Flüssigkeit und die
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Eintrittskonzentrationen (y) des Dampfes. Die Tabellenwerte folgen aus Gleichung (65)

T in K xN2 xO2 xAr yN2 yO2 yAr
Kopf 95,4 0.9915 0.0065 0.0020 0.9915 0.0065 0.0020
1− 2 95.5 0.9746 0.0206 0.0048 0.9830 0.0136 0.0034
2− 3 95.7 0.9500 0.0420 0.0080 0.9708 0.0242 0.0050
3− 4 96.0 0.9156 0.0728 0.0115 0.9536 0.0397 0.0068
4− 5 96.5 0.8705 0.1145 0.0150 0.9310 0.0605 0.0085
5− 6 97.0 0.8158 0.1662 0.0180 0.9036 0.0864 0.0100
6− 7 97.7 0.7558 0.2242 0.0200 0.8736 0.1154 0.0110
7− 8 98.3 0.6966 0.2825 0.0209 0.8440 0.1445 0.0114
8− 9 99.0 0.6439 0.3355 0.0206 0.8177 0.1710 0.0113
9− 10 99.5 0.6010 0.3795 0.0195 0.7962 0.1930 0.0108

Sumpf 99.9 0.5685 0.4135 0.0180 0.7800 0.2100 0.0100

Tabelle 3: Temperaturen und Konzentrationen der Mitteldruckkolonne

Die zusammengefassten Matrizen der Komponente „Stickstoff” resultieren aus Gleichung
(66)
�
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yeN2

�
=

�
k11 k12
k21 k22

�
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�
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�
=

�
−0.5730 1.1464
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�
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�
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�
(87)

nach partieller Invertierung und Einsetzen der dazugehörigen Zahlenwerte folgt mit Glei-
chung (67)
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Die Komponenten „Sauerstoff” und „Argon” erfahren die gleiche Behandlung.
Die Input-Output-Modelle der einzelnen Sektionen gemäß den Gleichungen (84), (86)

und (88) fließen in das Kolonnenmodell der Schaltung für die Komponente Stickstoff ein.
Es gilt das Funktionsmodell für Stickstoff gemäß Gleichung (49)

Ψ
N2
=






1.3× 10−5 0 0 0.42318 0 0
0 5.4× 10−5 0 0 0.29316 0
0 0 0.00012 0 0 0.72870

0.62499 0 0 0.73551 0 0
0 1.24993 0 0 0.63355 0
0 0 0.49994 0 0 0.63565






(89)

Mit dem Funktionsmodell und den Strukturmatrizen, welche Gleichung (52) ausweist,

S =


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0 0 0 0 0 1
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2
0 1

2
0 0 0
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


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(90)
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wird gemäß Gleichung (62) das Endresultat für die Komponente „Stickstoff” erhalten.






xa1
xa2
xa3
ya1
ya2
ya3






N2

= (E −ΨS)−1Ψ






0
0
0
0
0
0.78






=






0.204 44
0.000 03
0.568 50
0.974 99
0.483 09
0.991 50






(91)

Die Komponenten „Sauerstoff” und „Argon” erhalten mit ihren speziellen Funktionsmo-
dellen die gleiche Behandlung.

Die Resultate der durchgeführten Berechnungen zeigt Abbildung 16 in einem Drei-
ecksdiagramm. Für jeden Punkt im Dreiecksdiagramm gilt xN2 + xO2 + xAr = 1 sowie
yN2 + yO2 + yAr = 1. Die Eckpunkte symbolisieren die reinen Komponenten. Die Abszisse
weist die Sauerstoffkonzentration und die Ordinate die Stickstoffkonzentration aus.

Abbildung 16: Der Prozess des einfachen Linde-Verfahrens im Dreiecksdiagramm

Die zu zerlegende Luft tritt in die Mitteldruckkolonne ein und steigt gasförmig auf (grüne
gestrichelte Linie). Auf dem Weg nach oben nehmen der Sauerstoffgehalt ab und der Stick-
stoffgehalt zu. Etwa die Hälfte des kondensierten Gasstroms (grüne durchgezogene Linie)
fließt als Flüssigkeit in der Mitteldruckkolonne abwärts und reichert sich mit Sauerstoff
an. Die andere Hälfte dieses Kondensats (rote durchgezogene Linie) fließt im oberen Teil
der Niederdruckkolonne nach unten. Zwischen oberem und unterem Teil der Niederdruck-
kolonne kommt zum Flüssigkeitsstrom der Niederdruckkolonne (rote durchgezogene Linie)
der Flüssigkeitsstrom der Mitteldruckkolonne (grüne durchgezogene Linie) hinzu. Der ver-
einigte Flüssigkeitsstrom im unteren Teil der Niederdrucksäule (blaue durchgezogene Linie)
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wird auf dem Weg nach unten mit Sauerstoff angereichert. Dieser Prozessstrom wird mit
Kondensationswärme des Stickstoffs aus der Mitteldruckkolonne verdampft. Etwa ein Fünf-
tel des Dampfes verlässt als 98%-iger Sauerstoff das System. Der Hauptteil des Dampfes
(erst blau dann rot gestrichelte Linie) steigt in der Niederdruckkolonne auf und verlässt
mit 97,5% Stickstoff das System.

Der Flüssigkeitsstrom im oberen Teil der Niederdruckkolonne weist eine deutlich erhöhte
Argonkonzentration, den sogenannten „Argonbauch” auf.

5 Zusammenfassung

Im vorliegenden Artikel wird ausgehend von der Analogie zwischen Wärme- und Stoffüber-
tragung eine allgemeine Methode zur stationären Simulation von Wärmeübertragern und
Kolonnen vorgestellt. Diese Methode ist für beide Apparatetypen geeignet. Auf der Ba-
sis linearer Modelle mit eingebetteten nichtlinearen Elementen entstehen flexible äußerst
vielseitige Anwendungen.

Das Modell für Wärmeübertragerschaltungen ermöglicht stationäre Simulationen für
beliebige Strukturen mit beliebiger Anzahl von Apparaten und Prozessströmen. Die ent-
sprechenden Gleichungssysteme sind auf einfache Weise formal parametrierbar. Die Lösung
benötigt in den meisten Fällen keine Iterationen. Nur temperaturabhängige Stoffdaten er-
fordern iterative Lösungen, bei sehr stabiler Konvergenz.

Das Modell für Kolonnen sowie Kolonnenschaltungen ist ebenfalls für beliebige Struktu-
ren geeignet. Die Anzahl der Kolonnen, deren Bodenzahlen, die Anzahl der Prozessströme
und die Anzahl der Komponenten sind beliebig. Die beschreibenden Gleichungssysteme
werden auf einfache Weise formal parametriert. Die Temperaturabhängigkeit von Dampf-
drücken erfordert Iterationen. Ergänzende Untersuchungen bezüglich effektiver Lösungs-
strategien finden gegenwärtig statt.

Ein wichtiger Punkt beimModell für Kolonnen ist, dass es nicht der strengen Bedingung
des Gleichgewichts auf den Trennböden unterliegt. Dadurch sind „Bodenwirkungsgrade”
keine Vorgaben, sondern Teil der Resultate. Weiterhin kann untersucht werden, ob nicht-
ideales Trennverhalten mit unterschiedlichen Stoffübergangskoeffizienten für die einzelnen
Komponenten erklärbar ist.

Das Prinzip der Modelle für Wärmeübertrager- und Kolonnenschaltungen beruht auf ei-
ner konsequenten Trennung von Funktion und Struktur. Dadurch liegen sehr übersichtliche
anwenderfreundliche Modelle vor.

Besonders hervorzuheben ist, dass die Modelle keine spezielle Software erfordern. Stan-
dardsoftware ist vollkommen ausreichend, um sehr gute Resultate zu erzielen. Damit sind
diese Modelle geeignete Werkzeuge für Forschung und Entwicklung.

Die vorgestellten Modelle benötigen derzeit weitere Entwicklungen im Bereich der Ma-
thematik, um die numerische Stabilität bei minimaler Zahl von Iterationen zu erzielen.
Vielversprechende Untersuchungen werden derzeit vom Autor durchgeführt.

Die vorgestellten Methoden sind auf dynamische Simulationen extrapolierbar.
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6 Formelzeichen

6.1 Skalare

A ... Stoff − bzw. Wärmeübertragungsfläche ... m2

A ... Konstante (Dampfdruck) ... −

B ... Zahl der Übertragungseinheiten (Stoff) ... −

B ... Konstante (Dampfdruck) ... −

C ... Konstante (Dampfdruck) ... −

c ... spezifische Wärmekapazität ... kJ kg−1K−1

f ... Enthalpiefaktor (Flüssigkeit) ... −

© ... Betriebscharakteristik (Wärmeübertrager) ... −

ϕ ... Betriebscharakteristik (Zelle) ... −

D ... Konstante (Dampfdruck) ... −

d ... Enthalpiefaktor (Dampf) ... −

E ... Konstante (Dampfdruck) ... −

F ... Funktion ... −

F ... Konstante (Dampfdruck) ... −

f ... Enthalpiefaktor (Flüssigkeit) ... −

h ... spezifische Enthalpie ... kJ kmol−1K−1

i ... Index für Komponenten ... −

j ... Index für Übertragungszellen ... −

ks ... Stoffdurchgangskoeffizient ... kmol s−1m−2bar−1

kw ... W ärmedurchgangskoeffizient ... kW m−2K−1

k ... Anzahl Komponenten ... −

ṁ ... Massestrom ... kg s−1

N ... Zahl der Übertragungseinheiten (Wärme) ... −

ṅ ... Stoffstrom ... kmol s−1

p ... Druck ... bar
π ... Dampfdruck ... bar
Ψ ... Bodencharakteristik (Kolonne) ... −

ψ ... Bodencharakteristik (Zelle) ... −

Q̇ ... W ärmestrom ... kW
T ... T emperatur ... ◦C, K
x ... F lüssigkeitskonzentration ... −

ξ ... dimensionslose Ortskoordinate ... −

y ... Dampf − bzw. Gaskonzentration ... −

6.2 Vektoren

ṁ ... Massestromvektor ... kg s−1

ṅ ... Stoffstromvektor ... kmol s−1

T ... T emperaturvektor ... ◦C, K
Z ... Zustandsvektor (Konzentrationen) ... −

0 ... Nullvektor ... −
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6.3 Matrizen

E ... Einheitsmatrix ... −

© ... Funktionsmatrix (Wärmeübertrager) ... −

Ψ ... Funktionsmatrix (Kolonnen) ... −

H ... Enthalpiematrix ... −

I ... Inputmatrix ... −

K ... Kopfmatrix ... −

M ... Systemmatrix ... −

S ... Matrix der Eigenvektoren ... −

S ... Strukturmatrix, Sumpfmatrix ... −

O ... Outputmatrix ... −

6.4 Indizes

L
... Luft

N
... Stickstoff

O
... Sauerstoff

A ... Ausgang (System)
a ... Ausgang (Element)
E ... Eingang (System)
e ... Eingang (Element)

k
... kalt

h
... heiss

f
... flüssig

d
... dampfförmig
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